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VIERTE FOLGE. BAND 79. 


1. Über den Einfluß tiefer Temperatur auf die 
Reflexion von Röntgenstrahlen an Kalkspat; 
von Erich Nies. 


Das Problem. 


Debye?) hat gezeigt, daß bei der Beugung von Röntgen- 
strahlen in einem Kristallgitter die Wärmebewegung der Kristall- 
atome die normale Reflexionsintensität mit zunehmender Tem- 
peratur schwächen muß und zwar um so mehr, je höher die 
Ordnung der Reflexion, je kleiner das Atomgewicht der Streu- 
atome und je geringer die Kräfte, welche die Atome in ihrer 
Ruhelage festhalten. 

Die Theorie wurde durch elektrometrische Intensitäts- 
messung zuerst von W. H. Bragg?) geprüft. Dieser untersuchte 
den Temperatureinfluß auf die Reflexion der Rh-X,-Linie an 
Steinsalz in verschiedenen Ordnungen und Flächen bei 15° C 
und 370°C. Seine Beobachtungen standen mit den aus der 
Theorie errechneten Werten in guter Übereinstimmung, indes 
haben die neueren Untersuchungen von Backhurst?) und 
James‘) gezeigt, daß die Theorie nicht als ausreichend an- 
gesehen werden kann. Backhurst hat die Reflexion von 
Mo-K, in mehreren Ordnungen an Aluminium, Carborund, 
Graphit, Diamant, Rubin und Saphir bei 50—900°C gemessen. 
James untersuchte die Reflexion von Mo-X, in 2., 3.,4. Ordnung, 
Rh-X, in 3. Ordnung an Steinsalz (100) zwischen 19° und 650°C. 

Da der Effekt elektrometrisch bis jetzt nur nach höheren 
Temperaturen hin studiert wurde), unternimmt die vorliegende 


1) Ann. d. Phys. 43. S. 49. 1914. 
2) Phil. Mag. 27. S. 881. 1914. 
3) Proc. Roy. Soc. (A) 102. S. 340. 1922. 
4) Phil. Mag. 49. S. 585. 1925. 
5) James (vgl. 4) stellt eine Erweiterung seiner Arbeit nach tiefen 
Temperaturen in Aussicht. 
Annalen der Physik. IV. Folge. 79. 44 
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Arbeit den Versuch, die Untersuchungen auf das Gebiet tiefer 
Temperaturen auszudehnen. Es gelang, eine zuverlässige 
Methode auszuarbeiten und den Einfluß der Temperatur- 
abnahme von 20°C auf — 190°C auf das Reflexionsvermögen 
der Rhomboederfliche von Kalkspat für Cu-X,-Strahlung in 
1. Ordnung festzustellen. 


Die Versuchsanordnung. 


Als Hochspannungsquelle (vgl. Fig. 1) diente eine Batterie 
aus 6350 kleinen Akkumulatoren, als Strahlenquelle die wasser- 


z. Elektrometer 


Fig. 1. 


gekühlte Cu-Antikathode einer luftgekühlten Röntgenröhre. Aus 
einem Vorratsgefäß von 2—5 mm Hg Druck konnte durch ein 
fein regulierbares Kegelventil Luft in die Röhre einströmen. Die 
Entladungsstromstärke ließ sich durch entsprechende Regelung 
von Ventilstellung und Pumpgeschwindigkeit genügend konstant 
halten. Die Röntgenstrahlen verlassen die Röhre durch ein 
0,03 mm starkes Al-Spaltfenster, und fallen durch einen Spalt 8, 
auf den Kristall; dieser ist von einem doppelwandigen Gefäß, 
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dem Kühltopf (K.-T.), umgeben, in dessen Mantel flüssige Luft 
eingefüllt werden kann, indes die Röntgenstrahlen durch zwei 
schachtartige Öffnungen ein- und austreten. Die Intensität der 
reflektierten X -Strahlung wurde mit Jonisationskammer (L-K.) 
und Elektrometer') gemessen. Die Ausschläge betrugen bis 
zu 50 Skalenteilen. Fünftel konnten geschätzt werden. Die 
Empfindlichkeit betrug 25—40 Skalenteile auf !/,, Volt und 
konnte fortlaufend gemessen werden. 

Die Messung erfolgte nach dem Braggschen Verfahren 
in der Weise, daß die I.-K. mit weitgeöffnetem Spalt 8, auf 
den doppelten Glanzwinkel fest eingestellt, der Kristall aber 
nach den Schlägen eines Sekundenklopfers in kleinen Schritten 
durch seinen X -Reflexionsbereich hindurchgedreht wird, wobei 
das Elektrometer selbsttätig die Beiträge der einzelnen Stel- 
lungen summiert. Der so ermittelte Elektrometerausschlag «,, 
verglichen mit dem unter Abkühlung des Kristalls, sonst aber 
genau gleichen Bedingungen erhaltenen s,, würde unmittelbar 
das gesuchte Intensitätsverhältnis, d. i. den Temperatureffekt, 
liefern, unabhängig von der Divergenz des Primärbündels und 
den Unregelmäßigkeiten der Kristalloberfliiche. Die konstant 
zu haltenden Bedingungen waren aber sehr zahlreich und 
bereiteten z.'T. erhebliche Schwierigkeiten. 


Die Röhrenspannung — 10 kV — konnte nach Angabe 
eines elektrostatischen Voltmeters von Hartmann und Braun 
(ähnlich einem von E, Wagner?) beschriebenen) mit Hilfe einer 
Zusatzbatterie auf 2 Promille konstant gehalten werden, wobei 
ein Zellenschalter die Spannung in Stufen von 20 Volt ohne 
Stromunterbrechung zu verändern erlaubte. Der Röhrenstrom 
— etwa 5mA — wurde auf ’/, Proz. genau gemessen und 
sein Einfluß auf die Röntgenintensität berücksichtigt. Es wurde 
hierzu festgestellt, daß innerhalb kurzer Zeiträume die Primär- 
strahlintensitat dem Röhrenstrom proportional ist. Indes zeigten 
die Versuche, daß innerhalb größerer Zeiträume, wie sie zur 
Abkühlung des Kristalls erforderlich waren, die „Röntgenstrahl- 
ausbeute“ sich merklich änderte. Dies ist vor allem zu erklären 
durch die Bildung von Oberflächenschichten auf den Elektroden 


1) Wulfsches Einfaden-Instrument von Günther u. Tegetmeyer. 
2) Ann. d. Phys. 57. 85. 401. 1918. 
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und die wechselnde Beschaffenheit des Gasinhalts der Röhre.) 
Daher wurden die Messungen am Versuchskristall jeweils ein- 
gerahmt durch Vergleichsmessungen an einem zweiten Kalkspat 
(Vergleichskristall), der sich dauernd auf Zimmertemperatur 
befand. Zu diesem Zwecke waren die Kristalle auf eigenen 
Trägern montiert, die sich mit wenigen Griffen auf die Spektro- 
meterachse aufsetzen und mit Hilfe eines Lichtstrahls, einer 
Millimeterskala an der Wand und je eines Spiegels an den 
Trägern mit einer Genauigkeit von 0,05° in die richtige Winkel- 
stellung zum Primärstrahl bringen ließen. Der auf Konstanz 
des Röhrenstroms und der Elektrometerempfindlichkeit be- 
richtigte Elektrometerausschlag i bei Reflexion am Versuchs- 
kristall, dividiert durch die entsprechende Größe i, beim Ver- 
gleichskristall kann dann als zuverlässiges Maß für die Reflexions- 
intensität R des Versuchskristalls dienen. 

Die ernsteste Schwierigkeit ergab sich aus der tiefen Tem- 
peratur des Kristalls. Da sich bei freiem Zutritt der Zimmer- 
luft die kalte Kristallfläche mit einer ständig wachsenden Eis- 
kruste überziehen würde, mußten die Schachtöffnungen des 
K.-T. mit einer dünnen, möglichst gasdichten Al-Haut ver- 
schlossen werden. Natürlich würde sich ohne weiteres auch 
auf diesen ein solcher Beschlag bilden, doch konnten die 
dünnen Fenster durch dauerndes Anblasen mit warmem Stick- 
stoff genügend eisfrei gehalten werden. Allein bei den unter 
ähnlichen Vorsichtsmaßregeln unternommenen Vorversuchen an 
Steinsalz zeigte sich wider Erwarten bei tiefer Temperatur 
eine um etwa 15 Proz. geringere Reflexionsintensität als bei 
Zimmertemperatur. Es stellte sich heraus, daß die mit der 
Temperaturabnahme verbundene Dichtezunahme der Luft im 
inneren Kühltopfraum durch erhöhte Absorption diese Wirkung 
hervorbrachte. Es wurde zunächst der Versuch gemacht, den 
Einfluß dieser Fehlerquelle zu messen und die Reflexions- 
messungen danach zu berichtigen. In dieser Absicht wurde 
der Kristall aus dem K.-T. entfernt, die Schächte einander 
diametral gegenübergestellt und die Intensität des Primärstrahls 
gemessen, nachdem er den warmen bzw. kalten K.-T. durch- 
quert hatte. Um die Verhältnisse möglichst den bei der Reflexion 
herrschenden anzunähern — die Absorption ist in starkem Maße 


1) Vgl. Kulenkampff, Ann. d. Phys. 69. S. 551. 552 u. 556. 1922. 
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mit der Wellenlänge veränderlich! — wurde aus dem Primär- 
strahl durch ein Ni-Blech von 0,07 mm Stärke der kurzwellige 
Teil, durch ein Al-Blech von 0,12 mm Stärke der langwellige 
Teil herausgefiltert, so daß nur noch die Cu-X,-Linie mit merk- 
licher Intensität das Primärspektrum ausmachte. Dies wurde 
durch Absorptionsmessungen unter Benutzung der Al-Fenster 
des K.-T. als Absorptionsmittel geprüft, wobei sich erwies, daß 
der gefilterte Primärstrahl (vgl. Tab. 1) nahe dieselbe Absorption 


Tabelle 1. 
| 4 | 
Cu-K, durch Reflexion . . 310 200 0,65 
Primärstrahl, gefiltert... . 540 334 | 0,64 


erfuhr wie die durch Reflexion am Versuchskristall aus dem 
ungefilterten Primärstrahl herausgesiebte Cu-X -Linie. i, be- 
deutet dabei den Ionenstrom, wenn die Röntgenstrahlen die 
Al-Fenster zu durchsetzen haben, i, das Entsprechende, wenn 
die Fenster nicht im Strahlengang liegen. Es zeigte sich, daß 
die Absorptionssteigerung durch die Abkühlung der Luft 
keineswegs reproduzierbare Werte annahm. Daher wurde 
nach Vorschlag von Prof. Wagner die Luftatmosphäre im 
K.-T. durch den unmerklich absorbierenden Wasserstoff ersetzt.') 
Die Durchlässigkeit des K.-T. stieg dabei im Verhältnis 
100:87,5. Um den Wasserstoff rein zu erhalten und Knall- 
gasbildung mit dem Luftsauerstoff zu vermeiden, mußte der 
innere Hohlraum des geschlossenen Kühltopfs möglichst gut 
gasdicht gemacht und die Gasfüllung unter einem kleinen 
Überdruck gehalten werden. Dann konnte durch unvermeid- 
liche letzte Undichtigkeiten allenfalls etwas Wasserstoff aus- 
treten, aber keine Luft eindringen. Hierzu war der Innen 
raum des K.-T. durch Gummischlauch mit einer 10-Liter- 
flasche verbunden, deren Wasserstoffüllung dauernd mittels des 
sehr fein regulierbaren Reduzierventils einer Wasserstoffbombe 
auf einem Überdruck von einigen cm Schwefelsäure gehalten 
wurde. Die Reinheit und Trockenheit der Wasserstoffatmosphäre, 
eine Voraussetzung dafür, daß sich auf der kalten Kristallober- 

1) Damit erübrigte sich eine letzte, aber schwierige Möglichkeit, 


den Absorptionsfehler zu beseitigen, nämlich die Ersetzung der Luft- 
atmosphäre durch Vakuum. 
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fläche kein absorbierender Niederschlag bildete, wurde gewähr- 
leistet einmal dadurch, daß der Boden der Vorratsflasche mit 
chemisch reiner konzentrierter Schwefelsäure bedeckt war, ferner 
durch die Tatsache, daß beim Einfüllen flüssiger Luft die Metall- 
wände des K.-T. eher auf tiefe Temperatur kamen als die 
Oberfläche des schlecht wärmeleitenden Kristalls und die dünnen 
Al-Fenster, so daß eine allenfalls noch auftretende Verunreinigung 
sich an den Metallwänden niederschlagen mußte, nicht aber 
störend in den Strahlengang gelangen konnte. Endlich war bei 
den letzten Versuchen zwischen Vorratsflasche und Kühltopf ein 
U-Rohr eingefügt und in ein Dewargefäß mit flüssiger Luft 
getaucht, das den Wasserstoff durch Ausfrieren unter allen 
Umständen rein erhielt. Der Erfolg dieser Verbesserung be- 
friedigte durchaus. Durch eine besondere Vorrichtung konnte 
der Kristall innerhalb des geschlossenen und eingepackten K.-T. 
— auch bei tiefer Temperatur — aus dem Strahlengang ent- 
fernt und die Durchlässigkeit des K.-T. mit Hilfe des gefilterten 
Primärstrahls gemessen werden (vgl. Tab. 2). J bedeutet 


Tabelle 2. 

Temp. | D 
20 190 
—190 189 
20 137 
-190 138 
129 
30 128 
-190 130 


darin die auf Konstanz des Röhrenstromes, der Elektrometer- 
empfindlichkeit und der (durch Division mit %,, vgl. S. 676) 
Röntgenstrahlausbeute berichtigte Aufladung des Elektrometers 
in 30 Sek. durch den gefilterten Primärstrahl. Dabei war die 
I.-K,, deren Öffnung geringer war als die Divergenz des Primär- 
bündels, so gestellt, daß sie das Maximum der Strahlung auf- 
nahm. Innerhalb eines Versuchs bleibt D von der Temperatur 
merklich unabhängig. Die Verschiedenheit von D innerhalb 
der 3 Versuche erklärt sich teils durch Übergang zu einer 
anderen Drehgeschwindigkeit für den Vergleichskristall, teils 
durch wechselnde Divergenz des Primärstrahls, welche zwar 
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den Bruchteil der in die I-K. gelangenden Primärintensität 
beeinflußte, bei der Reflexionsmessung am Vergleichskristall 
aber wegen der Fokussierung sich nicht auswirkte. 

Die Konstruktion des Kühltopfs ist in den wesentlichen 
Zügen in Fig. 2 wiedergegeben. A stellt den Achszapfen des 
Spektrometers dar; auf ihm sitzt die Messinghülse B, welche 
auf A in Gestalt eines dreikantigen Hohlprismas gleitet und 
daran festgeklemmt wird. Durch diese Form stört das Fest- 
klemmen den zentrischen Sitz des Ganzen nur wenig. B trägt 
den Spiegel C für den Lichtzeiger, die Hartgummischeibe D 
und — als Wärmeisolation des Kühltopfs gegen das Spektro- 
meter — die Porzellanröhre E (äußerer Durchmesser 30 mm, 
innerer 25 mm). Als Kitt wurde hierfür Silikatzement benutzt, 
wie ihn die Zahnärzte verwenden. Der Hohlraum @ ist mit 
Daunen gefüllt. Z trägt den massiven Messingteller H. 
Die Kittung geschah hier mit Talkum-Wasserglas-Kitt und 
hielt sowohl Temperaturänderung als auch mechanische Be- 
anspruchung vorzüglich aus. Auf dem Teller Z gleitet der 
Schlitten J. Dieser trägt die Messingplatte M mit den Stiften N, 
O und P, die sich mittels Stellschrauben um eine wagerechte 
Achse kippen läßt. Kippung und Schlittenverschiebung dienen 
zur Zentrierung der Kristallfläche. Auf M ist der Kristall in 
der unten beschriebenen Weise festgehalten. Auf den „Teller“ H 
konnte das doppelwandige Messinggefäß Q, die „Glocke“, auf- 
gesetzt und festgeklemmt werden; die Berührungsstelle ist als 
konischer Schliff ausgebildet und wird mit viel Ramsayfett 
gedichte. Der äußere Glockenmantel endigt oben in den 
Stutzen R, auf dem mit Talkum-Wasserglas-Kitt die Asbest- 
röhre $ wasserdicht befestigt ist. Diese war durch Bestreichen 
mit einer diinnen Schicht des Kittes steif und wasserdicht 
gemacht. Der innere Glockenmantei läuft in 2 dünne Messing- 
röhren 7, und 7, aus; sie dienen als Zu- und Ableitung für 
den Wasserstoff, 7, außerdem als Zuleitung für das Thermo- 
element. Der Mantelhohlraum nimmt die flüssige Luft auf. 
Der Glockenmantel ist von 3 Fenstern U,, U,, U, durchsetzt, 
je 6mm breit, 30mm hoch. Davor waren die Messingschächte 
V,, V,, V, aufgelötet, deren äußere lichte Breite etwa 13 mm 
betrug. 7, und /, liegen diametral einander gegenüber, während 
V, mit 7, den Winkel 29'/,° bildet. Dies ist der doppelte 
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Glanzwinkel, der bei den Versuchen benötigt wurde. Vor dem 
weiteren Zusammenbau wurde die richtige Stellung der Schächte 
und ihre hinreichende Breite optisch auf dem Spektrometer 
geprüft. Es zeigte sich, daß der Kühltopf durch einen Winkel- 
bereich von 5!/,° gedreht werden konnte, ohne daß ein zentrisch 
durch /,, V, verlaufender schmaler Lichtstrahl seitlich irgendwo 
streifte. Ein Strahl durch /,, V,, der an einer statt des Kristalls 
unter dem Röntgenglanzwinkel justierten und zentrierten Spiegel- 
glasplatte reflektiert wurde, blieb innerhalb eines Drehbereichs 
von 6° ungestört. Danach wurden auf die Schächte die aus 
Cu-Blech gedrückten Rahmen W,, W,, W, aufgelötet. Ihre 
ausladende Form hatte den Zweck, ein genügendes Stück der 
Fenster eisfrei halten zu können. Auf jeden Rahmen wurde 
ein Al-Blatt von 0,007 mm Dicke mit Wasserglas aufgeklebt, 
mit Zaponlack bestrichen und ; 

darauf sofort ein zweites gleiches 
Blatt gelegt. Damit wurde der 
Umstand unschidlich gemacht, 
daß die Folien feine Löcher auf- 
wiesen. Die Blattränder wurden 
mit Talkumkitt überstrichen und 
diese Schicht noch mit Damarlack 
als Feuchtigkeitsschutz überzogen. 
Der Blechzylinder X mit dem 
Deckel Y umschloß die Daunen- 
hülle Z Um den Kristall bei 
geschlossenem Kühltopf aus dem 
Strahlengang entfernen zu können, 
war derselbe in ein Cu-Rähmchen a 
(Fig. 3) gefaßt, das mit den 
Ringen 5 an dem Zapfen N (Fig. 2) 
gleitet. In seiner tiefsten Stellung 
liegt a vorn gegen den An- 
schlag P an, wobei die Feder c und das Widerlager O nach 
vorn drücken. Ein leichter Zug nach oben genügt, um den 
Rahmen aus dieser Stellung zu lösen und nach oben zu ziehen. 
Trotzdem war bei erneutem Wiedereinsetzen des Rahmens — 
unter Entfernen der Glocke — die Justierung unverändert 
gut. Das Emporziehen wird mit Hilfe der Thermoelement- 
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drähte d bewerkstelligt. Deren Enden sind an den Cu-Bügel d’ 
angelötet, der in den Messingblock e fest eingeschraubt wird. 
Dieser wird mit der Glimmerscheibe f, in deren Ausschnitt er 
eben hereinpaßt, auf den Kristall g gelegt und das Ganze in 
a eingeschoben. Zwei Federn k, und A, zwischen Rahmen 
und Glimmer sorgen für festen Sitz. 

Das Thermoelement bestand aus einem blanken Konstantan- 
draht (0,2 mm >) und einem mit Email und Baumwolle isolierten 
Cu-Draht (0,4 mm $). Über beide waren als Isolation und als 
mechanischer Schutz Glasperlen aufgereiht. Der Perlenstrang 
(Fig. 2) lief durch die Röhre 7,, die mittels eines Vakuum- 
schlauchs mit dem gläsernen T-Stück i verbunden war. In 
dessen oberes Ende war ein Stück runde Gummischnur % ein- 
gepreßt. Die Drähte führten durch eine feine Bohrung in k 
heraus. Eine kräftige Schlauchklemme am freien Ende von k 
erlaubte einen leidlich gasdichten Abschluß. Über das wage- 
rechte Ende von i war ebenfalls ein Stück Vakuumschlauch 
gezogen, das nach Herstellung der Wasserstoffatmosphäre ab- 
geklemmt wurde. Als Spannungsmesser für das Thermoelement 
diente ein Drehspulen-Millivoltmeter von Siemens & Halske 
(sog. Türmchen-Instrument), Die Eichung geschah mit flüssiger 
Luft, Kohlensäureschnee in Alkohol und gefrorener konzen- 
trierter Kochsalzlésung. Dabei wurde die Temperatur der 
flüssigen Luft zu —192° C angenommen, die der anderen 
Kältemischungen mit Pentanthermometer gemessen. 

Der als Vergleichskristall dienende Kalkspat (von Steeg 
und Reuter) war 2 cm breit, 3cm hoch, 0,4 cm dick, nach 
der Spaltfläche geschliffen und auf Hochglanz poliert. Als 
Versuchskristall diente ein klares, im Inneren nicht ganz risse- 
freies Spaltstück isländischen Kalkspats (von Dr. P. Michaelis, 
Dresden-Blasewitz; Größe etwa 2 x 2 x 0,3ccm, wenn zum 
Quader ergänzt, vgl. Fig. 3). Die Spaltflächen reflektierten zu- 
erst nicht gut, nach sorgfältigem Schleifen jedoch um etwa 
15—20 Proz. besser als der Vergleichskristall. Es wurden 
Vorder- und Rückseite zum Versuch herangezogen. 


Gang der Messungen. 


1. Nachdem Brennfleck F, Spalt 5, und Spektrometer- 
achse N in Linie gebracht und beide Kristalle auf ihren 
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Trägern so justiert sind, daß ihre Reflexionsflächen in der 
Spektrometerachse liegen, wird 8, nach Breite und Höhe der- 
art begrenzt, daß der unter dem Glanzwinkel auftreffende 
Primärstrahl ganz von der Kristallfläche aufgefangen wird. 
Die Breite von 8, betrug etwa 0,8, die Höhe 6 mm; ferner 
war FS,z1Tcm; 8,N= NS, = 10cm. 

2. Hierauf wird der Reflexionsbereich der Kristalle und 
die zugehörige [.-K.-Stellung ermittelt. (Hierbei war vom Ver- 
suchskristall die Kühlglocke abgenommen.) 

Zu diesem Zweck wird zunächst die I.-K.-Spaltweite — 
jetzt und später etwa 3mm — mit Hilfe der optisch bestimmten 
Fluchtstellung auf den doppelten Glanzwinkel eingestellt und 
der Ionisationsstrom bei verschiedenen Stellungen des Kristalls 
in der Umgebung des Glanzwinkels gemessen. Der Kristall 
wird dann auf maximale Reflexion eingestellt und die Stellung 
der L-K. gesucht, bei der sie maximale Intensität aufnimmt. 
Dieses Maximum ist wegen der Fokussierung und der Breite 
von §, etwa !/,° breit, so daß ein Fehler infolge kleiner Ab- 
weichungen der Kristallebene aus der Achse ohne Einfluß auf 
die gemessene Intensität bleibt. Eine Wiederholung der ersten 
Messung liefert dann den notwendigen Drehbereich für jeden 
Kristall. Zur Vorsicht wird er bei den Hauptversuchen etwas 
größer, etwa 2'/,°, gewählt. 

3. Ferner wird unter Entfernung des Kristalls von dem 
gefilterten Primärstrahl durch Variation der I.-K.-Stellung eine 
Ionisationskurve aufgenommen, deren Maximum später für die 
Bestimmung der Kühltopf-Durchlässigkeit benutzt wird. Diese 
und die vorhergehende Messung werden wiederholt mit auf- 
gesetzter Kühlglocke. Dabei zeigt sich, daß beim Aufsetzen 
der Kühlglocke weder im Primärstrahl, noch im reflektierten 
Strahl ein schattenwerfendes Hindernis eintritt. 

4. Die eigentliche Intensitätsmessung zerfällt in zwei Ab- 
schnitte, entsprechend dem warmen und kalten Zustand des 
Kristalls. 

a) Der Vergleichskristall wird durch seinen unter 2, er- 
mittelten Reflexionsbereich gedreht und der Elektrometeraus- 
schlag nebst den zur Reduktion nötigen Größen notiert. In- 
zwischen läßt man so lange Wasserstoff durch den abseits 
stehenden Kühltopf strömen, bis sich das bei j (vgl. Fig. 2) 
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austretende Gas als reiner Wasserstoff erweist. Dann wird 
der Träger des Vergleichskristalls durch den Kühltopf ersetzt 
und der auf Zimmertemperatur befindliche Versuchskristall 
derselben Messung unterzogen. Alsdann wird der Kristall 
innerhalb des Kühltopfs hochgezogen — hierzu ein vorüber- 
gehendes Lösen der Klemme bei & (Fig. 2) —, die L-K. in 
Fluchtstellung gerückt, das Ni-Al-Filter am Spaltfenster be- 
festigt und mit unveränderter Empfindlichkeit des Elektro- 
meters seine Aufladung in 30 sec gemessen. Hieran schließt 
sich wieder eine Intensitätsmessung am Vergleichskristall. 


b) Der Kühltopf wird geöffnet, der Kristall erneut auf- 
gesetzt, die Kühlglocke wieder darüber gestülpt, das Ganze in 
die Daunenhülle verpackt und die Wasserstoffüllung wieder 
hergestellt, unter Zwischenschaltung der Ausfriervorlage. Hier- 
auf wird bei & (Fig. 2) flüssige Luft eingefüllt, so lange bis man 
sie in der Asbeströhre brodeln hört. Gleichzeitig wird die 
Blasvorrichtung in Gang gesetzt. Es wiederholt sich die unter 
a) beschriebene Meßmethode, diesmal am abgekühlten Kristall, 
wobei noch die Thermospannung abgelesen wird. 

Die folgenden Tabellen 3 und 4 geben die Messungen bei 
den einwandfreien Hauptversuchen und ihre Auswertung wieder. 
Dabei bedeutet s den Ionisationsausschlag des Elektrometers, 
s, seinen Eichausschlag bei „'; - 2,02 Volt, J den Röhrenstrom, 


i das Mittel aus den Werten für 7 , th den Ausschlag des 


Thermoelementgalvannometers, 2 — proport. dem Reflexions- 
vermögen — die Größe 7 am Versuchskristall, dividiert durch 
das Mittel der einrahmenden Werte i(i,) am Vergleichskristall, 
D — die Durchlässigkeit — das Entsprechende beim gefilterten 
Primärstrahl. In Spalte 2 bedeutet X, eine Messung am Ver- 
gleichskristall, X eine am Versuchskristall, P eine am gefilterten 
Primärstrahl. Die Drehgeschwindigkeit bei X und X, (Licht- 
zeiger an der Wandskala) betrug beim 1. Versuch 5 mm/3 sec, 
sonst 5mm/5sec, entsprechend 0040°/sec bzw. 0,025°/sec, die 
Aufladungszeit bei P durchweg 30 sec. Die Röhrenspannung 
war 10000 Volt. 

Tab. 3 bezieht sich auf die Vorderseite, Tab. 4 auf die 
Rückseite des Versuchskristalls als Reflexionsfläche. 
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Tabelle 3. 
J 8 
Zeit % a th R D 
12 | K, | 21,4 | 495 | 39,5 | 187 
19,2 | 480 | 82,0 125 130 | 
19,8 | 490 | 31,5 128] | 
14 K | 28,9 | 500 | 88,5 | 141 | | 
23,1 | 500 | 82,0 144 | 
| 22,8 | 500 | | | | 
| 22,7 | 505 | 30,8 | 146 
P | 34,6 | 510 | 29,2 | 233 | 
84,5 | 515 | 292 | 231 190 
352 | 510 209 | 281 
K, | 19,8 | 500 | 330 | 121 a | 
18,5 | 495 119 
18,6 | 490 32,2 | 118 
| K, | 465 | 30,0 | 128] | 195 
m 470 | 28,9 | 128 | 
K, 21,4 | 510 | 32,2 | 181 | | 
20,2 | 510 | 31,8 | 124$ | 126 | 
19,6 | 510 81,1 | 124 
K 21,5 | 480 32,0 140 | 
21,9 | 500 31,2 | 140% | 140 | 118 
21,7 | 490 142) | 
K, 190 | 480 31,8 | 125 | 
18,2 480 831,3 | 121% | 122 | 
18,2 | 475 | 31,6 | 121 | 
K, | 19,3 | 490 | 835,2 | 112 114 | 
195 | 485 35,0 | 115] | 
K | 21,2 475 | 88,0 | 185) | | 56 
' 21,4 | 490 132% | 184 | 55 | 118 
21,8 | 495 134) | 55 | 
P 3,5 | 510 | 3830| 211) | | 47 | 
34,6 | 500 20! | 210 | 46 | 189 
| ' 34,5 | 500 209) | 44 
189 | 500 34,1) 111) | | 
| | 190 | 510 | 35,8 | 106 100 | 
| | 19,0 | 495 109 | | 
| | | 
| | 26,0 | 515 | 31,8 | 159) | 
| 25,9 | 490 | 81,8 is | '165 | | 
| 26,9 | 490 32,5 | 169 | | | 
K | 291 | 500 | 81,3 186) | | | 
| 28,9 | 495 | 30,5 1911 | | 
| 297 | 500 | 31,0 i92¢ | 1815 | = 
30,0 | 505 | 32,8 181) | 
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Tabelle 3 (Fortsetzung). 


‘ J 8 
Zeit Ta, D th R D 
3% | x, | 274 | 510 | 335 | 160 

25,4 | 510 | 81,4 ie | 159 
25,9 | 510 | 81,6 | 160 
35 | K, | 28,9 | 465 | 31,4 | 164 
24,3 | 465 | 81,8 | 164 164 
28,6 | 465 | 31,0 | 164 
| 
3 | K | 26,0 | 460 | 80,5 | 186 
24,6 | 460 | 28,6 188 190 | 40 | 116 
25,6 | 450 | 198 
4° | pP 29,9 | 445 | 29,5 | 227 
29,9 | 450 | 229 227 | 40 187 
29,4 | 455 | 28,5 | 226 
4° | Ky | 28,0 | 495 | 28.0 | 166 
22,3 | 480 | 28,1 166 
22,1 | 480 | 28,3 | 162( | 
23,1 | 500 | 28,0 | 165) | 
9 | K, | 26,0 | 470 | 43,5 | 127 129 
26,8 | 480 | 42,9 | 130 
10% | K | 28,5 | 480 | 423,8 | 138 
28,1 | 475 | 42,2 un 138 0 | 110 
27,8 | 475 | 42,7 | 185 
10% | K, | 25,0 | 500 | 41,8 | 120 
24,2 | 485 | 41,6 | 120 120 
25,1 | 500 | 41,5 | 121 
10% | K, | 24,9 | 480 | 41,5 | 125 
24,1 | 480 | 41,8 | 120 ane 
24,6 | 475 | 41,8 | 125 
109 23,8 | 460 | 41,8 | 125 
10° | K | 28,2 | 465 | 48,5 | 140 55 
27,3 | 460 | 44,0 1 | 138 | 53 | 112 
28,1 | 460 188 48 
11% | P | 80,7 | 475 | 40 | 162 
31,0 | 465 | 89,7 | 168 | 
31,6 | 460 172 166 138 
28,8 | 455 | 39,5 | 160 
32,9 | 495 "| 168 
11% | X, | 28,5 | 500 | 38,5 | 122 
21,8 | 480 116 118 
22,8 | 500 | 38,6 | 119 
21,6 | 485 | 88,3 | 116 
10° | K, | 28,4 | 500 | 48,0 | 109 
- 1259 | 515 | 45,4 | 111 
26,38 | 515 | 45,7 | 112 
| 26,6 | 515 | 45,4 | 114 
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Tabelle 3 (Fortsetzung). 
J 
Zeit mal Ta, a th R D 
a K | 290! 510 | 46,2 | 128 
29,7 | 520 | 45,7 | 126 
30,3 | 505 | 46,2 | 137 112 
30,0 | 500 | 46,7 | 129 
P | 3471| 495 | 468 | 152 
34,7 | 490 153 
33,8 | 485 | 45,9 rt 152 sae 
83,4 | 480 | 46,0 | 151 
K, | 24,6 480 | 45,8 | 114 
24,7 | 475 | 45,2 us| 114 | 
. 262 | 505 | 45,4 | 114 
P | 3680| 515 | 479 | 146 
35,6 | 505 150 
35.6 | 505 | 46,8 | 151¢ | 15° 188 
36,2 | 505 158 
i K, | 24,6 | 490 | 45,6 | 110 
25,5 | 505 104 | 44, 
255 | 510 | 45,0 | 111 
110 259 | 505 | 44,8 | 115 
K, | 252) 480 | 4,8 | 117 
272 | 515 | 44,8 us| 117 
272 | 520 | 45,1 | 116 
37 | K | 30,2! 510 | 45,8 1) | 
30,0 | 510 | 45,4 | 130 
31,9 | 510 | 48,3 190 | 129 um | 
30,8 | 520 | 47,7 | 125 
K, | 274 | 515 | 472 | 118 
27,7 | 505 | 474 | 1168 | 114 
26,4 | 500 | 474 | 112 
| | 267 | 485 | 48,6 | 118 
26,0 | 480 | 498 | 110$ | 111 
253 | 500 | 46,2 | 110 
sa | K | 29,0 | 495 | 45,2 | 130 56 
8 283 | 515 | 441 | 125 
28,6 | 520 ; 444 | 124¢ | 126 aia 
28,5 | 520 | 44,5 | 123 56 
30 | x, | 24,2 | 500 | 44,7 | 108 
24,7 | 495 | 44,8| 1121 | 
25,1 | 495 | 45,1 | 113 
4 25,6 | 510 | 44,6 | 112 
| K | 280| 515 | 444 | 128 56 ° 
270 | 500 | 44,0 | 122! | 122 111 
27, | 520 | 440 | 121 56 
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Tabelle 3 (Fortsetzung). 


Zeit & Ts, D th D 
P | 338 | 520 | 47,5 | 185 53 
88,8 | 515 | 47,8 | 138 51 
32,9 | 510 | 474 | 136 | 188 | 50 187 
33,7 | 500 142 48 
4 | K, | 25,1 | 525 | 44,6 | 107 
24,9 | 515 | 43,9 | 110 | 
24,4 | 505 | 44,2 | 109) | 108 
25,5 | 525 | 443 | 110 | 
24,7 | 500 | 44,0 | 112 
Tabelle 4. 
J . 
Zeit 8 % | th | R | D 
K, 3,1 505 | 44,9 | 102) | | | 
23,9 500 | 44,6 | 1104 | 
22,9 495 | 44,5 104 | 
K | 27,8 510 | 44,7 120) | | 
26,7 500 | 44,4 10 }119 | o | 114 | 
27,9 505 | 46,6 118) | | | 
K, | 24,8 | 520 | 46,8 102) | | 
24,3 500 | 46,5 | ‚108 | 
23,8 490 | 46,8 | 104) | 
K | 288 505 | 471 | 121) | | 
28,3 500 | 46,6 | 122) 122 | 0 118 
28,0 490 | 46,8 | 122) — | 
P | 31,9 500 | 47,7 | 184 | 
31,3 500 | 47,0 134 | 
31,8 500 | 46,8 134 | | 
K, | 28,8 490 | 47,9 101 | 
24,3 490 | 47,5 | 104$ 104 | 
24,8 490 | 47,7 | 106 | 
P | 31,2 495 | 48,4 | 130 | 
31,2 490 in | 182 | 128 
31,6 505 | 47,8 132 | 
K, | 24,3 | 500 | 48,0 101 | 
| 250 | 510 | 47,3 108 | | 
| 248 500 | 47,5 | 104 | 
| | 
9° | K, | 23,6 495 | 46,8 | 108 
| 
| 24,5 | 510 | 45,2 106 104,7 
| 23,8 | 505 | 44,8 | 105 
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Tabelle 4 (Fortsetzung). 


Zeit | J — th 
| K 510 | 44,1 | 128 | 
27,9 | 520 | 122 
26,9 | 520 | 43,1 |120 (| 1218 0 
27,0 | 520 | 42,9 122 
9 | K, 22,6! 510 | 48,0 | 108 
23,0 | 515 | 104 
22,0 | 505 | 42,8 | 102 
21,9 | 515 | 43,9 | 99 
10° | K, | 23,6 | 515 | 43,9 | 100 
22,1 | 515 | 43,6 98,5 
22,7 | 510 43,7 101 
0 | K 26,7 | 500 | 43,2 124 56 
| 26,5 | 500 | 123,5 54 
| 26,6 | 510 122 52 
| | | 
10 | K, | 21,5 | 515 | 41,4 101 
22,0 | 505 | 42,0 | 103,5 
22,0 | 500 | 42,8 | 108 
10 K 25,2 | 500 | 42,4 | 119 56 
25,9 | 520 | 41,6 | 119,5 
| 25,4 | 510 | 41,5 | 120 . 
26,0 520 | 41,6 | 120 55 
10” P | 28,2) 520 | 41,6 | 180 54 
28,0 | 520 130 54 
27,8 | 520 | 40,8 | 181 53 
| ' 27,8 | 520 131 52 
10° | K, | 21,0 | 515 | 41,0 | 99,5 
' 20,8 | 515 | 41,0 99 
| 20,9 | 515 | 40,9 | 99,5 
| | 20,9 | 510 | 40,7 | 100 
a | K, | 20,8| 520 | 42,5 | 94 
21,5 | 515 | 42,0 | 99 
20,4 | 505 | 42,1 | 96 
| 20,9 | 505 | 420 | 98 
4 | ' 21,0 | 500 | 48,2 | 97 
| | 20,8 | 500 | 485 | 96 
| | 21,8 | 505 | 48,7 | 97 
5° | K !245| 505 | 48,8 | 111 56 
25,1 | 510 | 43,1 | 114 56 
25,0 | 500 | 42,7 | 117 55 
5? | K, | 20,4 | 500 | 42,4 | 96 
| 21,0 | 510 | 48,1 | 97,5 
20,9 | 520 | 41,8 | 96,2 
20,6 | 520 | 41,8 | 95 
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\ Tabelle 4 (Fortsetzung). 
| J 
Zeit | % th R D 
K | 25,2 | 585 | 42,2 | 114 56 | 
24,9 | 510 | 41,7 117 1163! 56 | 121 | 
25,0) 510 | 41,7 118 J 55 
578K, | 19,9 | 500 | 41,6 | 95,7 
| 20,2 | 500 | 41,5 | 97,2 os 
? ? | 
K | 235 | 500 | 42,1) 112 56 | 
23,7 | 520 | 41,6 ,110 111,83] 55 
| 240 | 520 | 41,2 112 J | 54 
| | 
195 | 510 | 41,4 | 
| 19,4 | 505 | 41,3 | 98,2( | 95.3 | 
20,2 | 500 | 41,2 98 | | 
1983| 495 | 409 98 J | | | 
622 K | 286 | 520 | 40,8 112 ) | 56 | 
22,9 | 515 | 40,8 109 K 111 | 55 | 1163. 
23,2 | 515 40,5 112 Ze | 
628 | 192 | 505 | 40,7 | 93,2) | | 
| ' 195 | 500 405 | 95,1 | 
20,2 | 520 | 40,0 97 
| | ’ | ’ | 
618 K | 22,7| 520 39,9 109 ) | 42 | | 
22,6 | 510 | 39,7 112 112 | 39 | 119 | 
22,8 | 500 39,6 115 87 | | 
625 KR, | 189 | 520 | 39,5 | 92 | | 
19,2 | 520 | 39,4 | 
18,5 | 510 | 39,4 | 92 ’ 
18,5 | 500 | 39,5 93,9) 
633 | K | 28,0 | 520 | 39,6 | 1115) | 26 
21,7 | 505 | 39,6 108 24 
21,7! 495 | 394 111 (| 29%5| 1182 
21,6 | 510 | 39,8 107,5 21 | 
645 | K, | 18,1 | 520 | 39,0 | 89,5 | 
19,2 | 580 | 38,7 | 93,5 | 91,7 
18,8 | 525 | 38,6 | 92,7 
638 | K | 21,0 | 520 | 38,3 | 105,5 16 
| 21,0 | 515 | 38,0 | 107,6$|107,7| 14 11T | 
| | 20,8 | 500 | 38,0 | 110 18 | | 
K,  176| 520 | 37,8 | 89,5 | | 
| 18,1 | 520 | 37,5 | 93 92,1 | | 
| | 18,1 | 520 | 37,2 | 98,7 | | 
| | 
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| | 
J 
Zeit % th R D 
| kK, | 20,9| 520 | 43,5 | 93 ) | 
22,4 | 520 48,2 | 100,5| | 
21,8 | 520 | 48,8 | 98 96,1 
21,8 | 520 | 48,1 | 95,5 
20,9 | 520 | 48,2 93,5 
 K | 25,6 | 520 | 43,8 | 114 | 
25,1 | 520 | 43,3 | 112 | 
| 24,8. 515 43,6 | 110 | 
| K, | 207 | 515 | 489 92 
21,1 | 505 | 48,6 | 95,5} | 95,8 | 
| 22,0 | 500 | 44,0 | 100 J | | 
8* | K | 26,5 | 520 44,7 | 114 
| 24,8 | 500 44,6 | 111 | 112 116 
| 258 | 515 444 111 
9° | Ky | 22,2 | 520 | 44,6 | 95,5 | 
| 22,0 | 505 | 44,4 9854| 978 
21,9 | 500 44,7 | 98 
9° | K, | 19,6 | 500 | 39,7, 99 | 
18,0 | 500 | 38,8 | 9251| 95,5 
18,6 | 500 | 39,1 9% | 
9" | K | 228,3 | 510 | 40,1 | 109 | | 
22,5 | 500 | 40,6 | 110 110,8 | ‚116 
23,4 | 510 | 40,8 112 | 
9% | K, | 20,7 | 520 | 41,1 9 | | 
20,1 | 520 | 41,1 | 94 94,7 | 
19,6 | 510 | 41,2 | 93 | 
9° | K | 28,2 | 500 | 41,7 | 111 
230 | 490 | 41,6 | 118 110,8 116,5 
| 22,9 | 515 | 41,7 | 107 
| K, | 20,7] 520 | | 95 
| 19,0 | 515 | 41,5 | 89 94,7 
| 20,6 | 505 | 41,7 | 100 
| 
11% | K, | 20,1 | 490 | 43,9 | 98,7 
| 20,0 | 490 | 48,1 | 94,7% | 93,6 
| 19,8 | 495 | 43,2 | 92,6 
’ 
1147 | K | 28,5 | 520 | 42,8 | 106 
23,0 | 520 | 42,1 | 105,5$ 1106,71 54 | 116 
| 22,9 500 | 42,1 | 108,5 51 
115 | K, | 19,9 | 500 | 41,6 | 95,7 
| 18,2 | 495 | 41,2 | 89,54 92,4 
18,9 | 500 | 41,1 | 92,0 


- | | | | | | | | 
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Tabelle 4 (Fortsetzung). 


J _8 
Zeit © % th R D 
1 | K | 228 | 520 | 41,1 | 106,5 55 | 
227 | 510 40,8 109 | 107,8) 54 | 118 
222 | 510 | 40,8 | 106,5 52 
12" | K, | 18,1 | 505 | 40,6 | 
18,2 | 500 | 40,2 | 20, ~~ 
18,3 | 500 | 404 | 9 | 
12° | K | 21,5 | 495 | 40,7 | 106,5) | 54 
20,5 | 495 | 40,3 | 102,5 | 105,5 | 53 | 118 
21,5 | 495 | 40,3 | 107,5 51 | 
127 | K, | 179 | 515 | 40,2 | 86,8 
| 17,4 | 490 | 39,7 | 89,5 88,6 | | 
17,9 | 510 | 39,3 | 89,5 
Tabelle 3a. Tabelle 4a. 
t R t R 
AR AR 
. warm kalt °C warm kalt 
20 | 113 | 20 | 114 
20 | 113 20 | 118 
—190 | 118 | 5 20 | 118 
—190 122 83 
‘20 | 115 | | —190 118 ’ 
—100 *116 | 
20 | 110 | | — 190 | | 4321 
—190 | 112 2 —190 | | 117 15 
| —190 | 116 ’ 
20 | 112 ~ 100 *119 
20 | 110 - 40 | "118 
— 190 | 114 15 — 20 | *117 
—190 | +20 | 117 
Im Mittel AR = 22 = = 
4R/R entspricht 2,4 Proz. | 
'ep 20 | 116,5 
—190 | 116 
—190 118 1,0 
-190 118 


Im Mittel AR = 1,9. 
AR/R entspricht 1,7 Proz. 


In den vorstehenden Tabellen 3a und 4a sind die Ergeb- 
nisse übersichtlich zusammengestellt, nämlich die in Tab. 3 
und 4 ermittelten Werte R für die Reflexionsintensität am 
Versuchskristall, berichtigt auf Konstanz aller mitbestimmenden 


N 
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Faktoren außer der Temperatur, in Abhängigkeit von der Tem- 
peratur ¢, die nach der Eichkurve des Thermoelements aus den 
Angaben für th in Tab. 3 und 4 ermittelt und auf 10° ab- 
gerundet ist. Die mit * bezeichneten Werte sind zur Berech- 
nung der Intensitätszunahme nicht herangezogen, da bei ihnen 
die Temperatur höher war als die der flüssigen Luft. Tab. 3a 
bezieht sich auf die Vorder-, Tab. 4a auf die Rückseite des 
Kristalls als Reflexionsfläche. 


Ergebnis. 
Das Reflexionsvermögen der Spaltfläche von Kalkspat für 
Cu-K,-Strahlung in 1. Ordnung nimmt bei Abkühlung des Kristalls 


von Zimmertemperatur auf Temperatur der flüssigen Luft um 
(2,0 + 0,4) Proz. zu. 


Hrn. Professor E. Wagner, der diese Arbeit angeregt 
und wesentlich gefördert hat, möchte ich dafür auch an dieser 
Stelle meinen herzlichsten Dank aussprechen. Ebenso habe 
ich zu danken Herrn Profesor Harms und Herrn Dr. 
0. Klemperer, die mir mit wertvollen Ratschlägen behilflich 
waren, der Notgemeinschaft der Deutschen Wissenschaft, der 
Kaiser- Wilhelm-Gesellschaft und der Helmholtz-Gesellschaft für 
die Überlassung wertvoller Apparate, und nicht zum wenigsten 
Hrn. cand. phys. Paul Ott, der mir bei der Ausführung der 
Messungen in unermüdlicher Weise zur Hand ging. 


Zusatz bei der Korrektur. 


Obwohl die Debyesche Theorie des Temperatureffektes 
nur für einfache Würfelgitter gilt, der Kalkspat jedoch ein 
hexagonales Gitter mit Basis besitzt, sei doch ein Vergleich 
mit der Theorie durchgeführt. Danach ergäbe sich für das 
Intensitätsverhältnis 


eM oder = M, wobei 
M = 0,57. 107". _ Pe) 
’ A-@.2a? Lp 


Dabei ist x die Ordnung der Reflexion, d der Netzebenen- 
abstand, 4 das (mittlere) Atomgewicht, - .. die von Debye 
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(a. a. O.) berechnete Funktion von z= S: T die absolute 


Temperatur des Kristall, © seine „charakteristische. Tempe- 
ratur“, die Konstante, welche nach Debye den Verlauf der 
spezifischen Wärme mit der Temperatur charakterisiert. Nach 
Waller!) wäre dies bei unveränderter Bedeutung von M zu 
berichtigen in 

In unserem Falle ist zu setzen n = 1, d= 3-10 cm, A = 20, 
T,= 290° abs., 7, = 90° abs., während die Temperatur- 
abhängigkeit der mittleren Atomwirme?) nicht durch ein kon- 
stantes ©?) wiederzugeben ist.*) Sucht man daher zu verschiede- 
nen Temperaturen ¢ die experimentelsten Werte der mittleren 
Atomwärme und bestimmt damit jeweils?) einen Wert für ©, so 
erhält man folgende theoretischen Werte für den Temperatureffekt: 


Tabelle 5. 
| 
in °/, nach 

| “abe. | , Debye | Waller | Exp. 

50 | 1000 | 0,014 | 0,14 08 | 
- 80 | 660 | 0,0044 | 0,44 09 20 
— 185 520 | 0,009 | 0,9 1,8 
-215 | 400 | 0016 | 1,6 3,2 


Als vernünftigster Wert für ¢ ist wohl — 80° C. anzusehen, 
als Mittel zwischen Zimmertemperatur und Temperatur der 
flüssigen Luft; indes bleibt der zugehörige theoretische Wert 
des Temperatureffektes wesentlich kleiner als der in dieser 
Arbeit bestimmte, auch wenn man die Wallersche Rechnung 
zugrundelegt. Dies steht im Einklang zu der Tatsache, daß 
außer der Braggschen Arbeit die experimentellen Unter- 
suchungen stets einen stärkeren Temperatureffekt ergaben als 
die Debyesche Theorie. 


Würzburg, Physikal. Inst. der Universität, Nov. 1925. 


1) Ztschr. f. Phys. 17. 8. 398. 1923. 

2) Landolt-Börnstein, 5. Aufl., Tab. 256. 

3) Nernst, Grundlagen des neuen Wärmesatzes, Tab. II. 

4) Die für Kalkspat genauere Born-Kärmänsche Theorie der 
spez. Wärme läßt leider keine Anwendung auf die Debyesche Theorie 
des Wärmeffekts zu. 


(Eingegangen 26. Februar 1926.) 
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2. Über das Flächen- und Fadenmanometer') 
von Ernst Brüche. 


(Danziger Dr.-Ing.-Dissertation.) 


Inhalt: Einleitung. — I. Das Fadenmanometer: 1. Grundtatsache; 
2. Quarzfadenmanometer; 3. Vor- und Nachteile des Fadenmanometers; 
4. Bisherige Verbesserungsversuche. — II. Das Flächenmanometer: 
5. Theoretische Erwägungen über das Flächenmanometer; 6. Praktische 
Ausführung des Flächenmanometers; 7. Eichung und vorläufiger Vergleich 
des Flächenmanometers mit dem Fadenmanometer; 8. Aufstellung und 
Prüfung der Formel des Flächenmanometers für das Gebiet der Eichung. 
— II. Gleichung und Empfindlichkeit bei Faden- und Flächenmano- 
meter; 9. Genaue Formel und Näherungsformel; 10. Vergleich der genauen 
Formel mit der Erfahrung; 11. Größe des Fehlers bei Benutzung der 
Näherungsformel; 12. Charakter der Empfindlichkeitskurve von Faden- 
und Flächenmanometer; 13. Zahlenmäßige Angabe der Meßgenauigkeit 


beim Flächenmanometer. — Schluß: Anwendungsmöglichkeiten. — 
Zusammenfassung. 
Buchstabenbezeichnung der wichtigsten Größen. 
p = Druck, © = Halbwertszeit, 
u = Molekulargewicht, ©, = Halbwertszeit bei p = 0, 


n = Koeffizient der inneren Reibung, oo = Halbwertszeit bei p = ©. 


Einleitung. 


Bei einer Reihe von Untersuchungen in Gasen, z.B. bei 
Untersuchung der Absorption, der Reflexion und der Diffusion 
von Elektronen, muß man den kleinen Druck, unter dem das 
Gas steht, bis auf einige Prozent genau kennen. Gewöhnlich 
wird für solche Messungen im Druckgebiet von 5—200 ZT?) 
als Druckmeßinstrument das McLeod benutzt, das indessen 
in zwei Fällen nicht brauchbar ist: Erstens versagt es bei der 
Druckmessung von Dämpfen, zweitens ist es für aggressive 


1) Vgl. Vortrag des Physikertages in Danzig 1925. Das Flächen- 
manometer, ein verbessertes Quarzfadenmanometer. Phys. Ztschr. 26. 
S. 717. 1925. 

2) Als Druckeinheit wurde in dieser Arbeit das Zehntausendstel 
Millimeter (!/,o000 mm) Quecksilbersäule benutzt in der Abkürzung ZT. 


1 
’ 
rt 
8 

B 
ls 
5. | 


696 E. Brüche. 


Gase wie z.B. Chlor, Brom nicht benutzbar, da das Queck- 
silber von diesen Gasen angegriffen wird. 

Will man solche Dämpfe und Gase auf die obengenannten 
Eigenschaften untersuchen, so wird man daher ein anderes 
DruckmeBinstrument als das MacLeod benutzen müssen. 

Durchsicht der Literatur ergibt, daß nur zwei absolute 
Manometer die Bedingung der Unangreifbarkeit erfüllen. Das 
sind: Das absolute Manometer des Hrn. Knudsen’) und das 
Fadenmanometer der Herren Haber und Kerschbaum), dessen 
Grundgedanke auf Langmuir zurückgeht?) Das Knudsen- 
manometer kommt wegen der sehr langen Dauer einer Messung 
für häufigen Gebrauch kaum in Betracht. Aber auch das 
Haber-Kerschbaumsche Instrument hat eine Reihe von 
großen Unbequemlichkeiten für die Benutzung, die seine Ver- 
wendung stark erschweren, wenn nicht unmöglich machen. 

Ich habe nun versucht, dieses Instrument zu verbessern. 
Das Resultat ist das Flichenmanometer*), das im Intervall von 
5—200 ZT den Druck bis auf einige Prozent genau zu messen 
gestattet. Dies Manometer soll im folgenden in seiner Ent- 
wicklung und in seinen Eigenschaften besprochen werden. Es 
wird sich dabei zeigen, daß dies Manometer zwischen 0,1 ZT 
und 5000 ZT jedem gewünschten Druckbereich von rund zwei 
Zehnerpotenzen angepaßt werden kann. 


I. Das Fadenmanometer. 
1. Grundtatsache. 


Ein einseitig eingespannter elastischer Faden, z.B. aus 
Glas oder Quarz, der durch Auslenken in Schwingungen ver- 
setzt worden ist, wird seine Schwingungsamplitude mit der 
Zeit verkleinern, bis er schließlich wieder zur Ruhe kommt. 
Diese Bewegungsabnahme ist einerseits durch die Dämpfungs- 


1) M. Knudsen, Ein absolutes Manometer. Ann. d. Phys. 32. 
S. 809. 1910. 

2) Haber und Kerschbaum, Messung kleiner Drucke mit einem 
schwingenden Quarzfaden. Ztschr. f. Elektrochem. 20. S. 296. 1914. 

8) Langmuir, Chemical reaktions at very low pressures. Journal 
American Chemical Society 35. S. 105 1913. i. b. S. 107 oben. 

4) Der Name Flächenmanometer soll auf den wesentlichen Teil des 
Instrumentes, die gesonderte Diimpfungsfliche, im Gegensatz zum Faden- 
manometer hinweisen. 
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wirkung des umgebenden Gases andrerseits durch die Eigen- 
reibung der Fadenteilchen gegeneinander verursacht. Je größer 
der Gasdruck in dem Raum ist, in dem der Faden schwingt, 
um so größer wird die Gasdämpfung sein und um so eher 
wird der Faden wieder zur Ruhe kommen. Man kann so aus 
der Geschwindigkeit des Abklingens der Bewegung auf den 
im Raume herrschenden Druck schließen. 


2. Quarzfadenmanometer. 


Hr. Langmuir hat als erster die Dämpfung einer Faden- 
schwingung bei kleinen Drucken dazu benutzt, eine qualitative 
Aussage über die Änderung des Druckes in einer Glühbirne 
während des Brennens zu machen, und zwar 
brachte er zu diesem Zweck in der Glühbirne 
einen Quarzfaden an. Als Fadenmaterial wurde 
deshalb Quarz gewählt, weil die innere Reibung 
des Quarzes besonders klein ist, so daß beim 
Quarz der Einfluß der Eigendämpfung gegenüber 
dem der Gasdämpfung zurücktritt. Die Herren 
Haber und Kerschbaum haben sich dann 
mit diesem Quarzfadenmanometer, dessen Form 
in Fig. 1 dargestellt ist, eingehend beschäftigt 
und es durch Entwicklung der Theorie zu 
quantitativen Messungen geeignet gemacht. 
Als ein Maß für die Dämpfung benutzten sie 
die „Halbwertszeit ©“, d.h. diejenige Zeit, in 
der die Schwingungsamplitude auf den halben 
Wert zurückgeht. Es interessiert letzten 
Endes der Zusammenhang dieser Größe, die Das Faden- 
direkt beobachtet werden kann, mit dem ge- a 
suchten Gasdruck. Die Ableitung der Be- is 
ziehungsgleichung muß in zwei Schritten erfolgen. Zunächst 
wird man — das ist eine rein formale Folgerung aus der 
Schwingungsgleichung — die Halbwertszeit mit den Konstanten 
der Differentialgleichung der gedämpften Schwingung in Zu- 
sammenhang bringen. Dann besteht der zweite wichtigere 
Schritt darin, diese Schwingungskonstanten für das spezielle 
Problem physikalisch zu deuten, d.h. die Dämpfungskonstante x 
mit dem Gasdruck p in Verbindung zu setzen. 


| 
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Es soll nun die Ableitung der Halbwertszeitformel gegeben 
werden, wie sie sich auch in der Haber-Kerschbaumschen 
Arbeit findet, hier indessen zum Teil etwas ausführlicher, sofern 
es das Verständnis der nächsten Abschnitte erfordert. Aus 
der Differentialgleichung der gedämpften elastischen Schwingung 
in der die Dämpfung der Geschwindigkeit proportional gesetzt 
ist, ergibt sich das Integral: 

(2) sinvt ‘ 

Für den vorliegenden Fall interessiert nun nur der Faktor, 
der dem langsamen Rückgang der Amplitude entspricht. Bei 
der Beobachtung sieht man infolge der schnellen Faden- 
schwingung nur die Reihe der Umkehrpunkte deutlich, die 


bei graphischer Darstellung mit der Zeit als Abszisse die 
Gleichung erfüllen: 


(3) zu ne 
Daraus folgt sofort die Halbwertszeit: 
(4) 9=2 (=) In2 . 


Die Halbwertszeit © ist der zu bewegenden Masse m direkt, 
der Dämpfung x indirekt proportional. 

Die Herren Haber und Kerschbaum fassen in ihrer 
Arbeit m als Masse der Längeneinheit des Fadens, x als 
Dämpfungskraft auf die Längeneinheit auf. Das ist zunächst 
nicht ganz einleuchtend, doch zeigt eine genaue Durchrechnung 
des Problems ausgehend von der Gleichung der elastischen 
Linie, daß man auch bei exakter Durchrechnung auf die gleiche 
Endformel mit geringfügig geänderter Konstante kommt. 

Die Dämpfungskonstante x setzt sich additiv aus zwei 
Teilen zusammen, deren erster die vom Druck abhängige Gas- 
dämpfung darstellt, während der zweite der Eigenreibung des 
Quarzfadens Rechnung trägt: 


Ausgehend von dem gaskinetischen Charakter der Dämp- 
fungserscheinung haben die Herren Haber und Kerschbaum 


| (5) = + Kelastisch + 
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die Druckdifferenz an der Vorder- und Hinterseite eines mit 
der Geschwindigkeit 1 cm/sec bewegten Flächenstücks berechnet. 
Sie finden, daß 
(6) %gas proportional Yu-p ist. 
Das Molekulargewicht u kommt in die Gleichung, weil es sich 
um eine Dämpfung durch Stoßwirkung handelt. 

Die Formel für die Halbwertszeit wird somit: 


m Konst 
m 6 = 2(7)in2 = 
oder unter anderer Bezeichnung der Konstanten: 


(8) 6 = 

Das erste Glied der Gleichung stellt den Einfluß des Gases 
dar. Daher wächst die Konstante X mit der Fadenfläche und 
zwar bei gleicher Länge proportional mit dem Fadenradius. 
Das zweite Glied der Gleichung stellt den Einfluß der Eigen- 
reibung des Fadens dar. Es wächst in seiner Wirkung schnell 
mit dem Fadenquerschnitt, d.h. mit einer höheren Potenz des 
Radius, daher überwiegt bei einer Vergrößerung des Faden- 
querschnittes der Zuwachs dieses Gliedes bei weitem den des 
ersten Gliedes. Die Herren Haber und Kerschbaum haben 
daher für ihre Manometer sehr dünne Fäden (0,20 mm , 90 mm 
Länge) verwenden müssen. Der Verkleinerung des Faden- 
querschnittes ist aber durch die hierdurch bedingte Veränderung 
des ganzen Schwingungsvorganges und durch Auftreten von 
Fehlerquellen wie Oberschwingungen im Faden eine Grenze 
gesetzt. Bei möglichst günstig gewählten Fäden ist der Ein- 
fluB des Eigenreibungsgliedes immer noch sehr merklich, so 
daß die Empfindlichkeit nach kleineren Drucken zu stark 
abfällt. Z. B. 0,1 ZT und 0,3 ZT sind kaum mehr unter- 
scheidbar, wie aus den Daten der Haber-Kerschbaumschen 
Arbeit entnommen werden kann. Die Herren Haber und 
Kerschbaum konnten die für kleine Absolutdrucke abgeleitete 
Formel (8) im Bereich von 1 ZT bis etwa 150 ZT bestätigen. Als 
Beispiel für die Größenordnung der Halbwertszeiten, die mit einem 
solchen Manometer in Wasserstoff und Sauerstoff beobachtet 
wurden, diene folgende Tabelle, die sich auf das günstigste 
Instrument der Haber-Kerschbaumschen Arbeit bezieht. 
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Tabelle 1. 


Druck p in ZT | Halbwertszeit © in sec. (abgerundet). 


| Wasserstoff | Sauerstoff 
0,1 740 135 
1 710 620 
10 510 360 
100 | 160 40 


3. Vor- und Nachteile des Fadenmanometers. 


In der folgenden Aufzählung sind die Vorteile des Faden- 
manometers gegenüber anderen Manometern aufgeführt, welche 
den Versuch einer weiteren Verbesserung lohnend erscheinen 
lassen. Dann sind die Nachteile für die Benutzung, deren Be- 
seitigung wünschenswert erscheint, zusammengestellt. 


A. Vorteile. 


a) „Absolutes Manometer“. Als solches mißt es Gase und 
Dämpfe. Vorteil gegenüber dem McLeod. 

b) Erfaßbarkeit des Meßvorganges durch eine in allen 
Größen physikalisch deutbare Gleichung. 

c) Baumaterial: Nur Glas und Quarz. Daher ist es 
leicht entgasbar und für fast alle Gase und Dämpfe 
verwendbar. Vorteil gegenüber Manometern mit großen 
Metallmassen oder erhitzten Teilen. 

d) Einfachheit im Bau. 

e) Geringe Größe. Daher läßt es sich nahe dem Ver- 
suchsraum anbringen. 


B. Nachteile. 

a) Abhängigkeit vom Molekulargewicht. Dieser Nachteil 
ist prinzipieller Natur und daher nicht zu beseitigen. 

b) Stark sinkende Empfindlichkeit bei Übergang zu kleinen 
Drucken wegen des wachsenden Einflusses der Eigen- 
reibung des Quarzfadens. 

c) Lange Dauer einer Gesamtmessung von 3—20 Minuten. 

d) Schwierigkeiten beim Erregen der Schwingungen durch 
Klopfen an dem Außenrohr. Bei ungeschicktem Stoß 
treten Lissajousche Figuren auf, was abermals Zeit- 
verlust bei der Messung bedeutet. 


i \ 
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e) Subjektive Ablesung bei Beobachtung der Schwingung 
in einem Telemikroskop mit Okularskala, was mit 
Rücksicht auf die lange Beobachtungsdauer eine große 
Unannehmlichkeit darstellt. 

f) Starke Erschütterungsempfindlichkeit, so daß die 
Schwingung, wenn z.B. eine Diffusionspumpe in der 
Nähe in Betrieb ist, überhaupt nicht zur Ruhe kommt. 


4. Bisherige Verbesserungsversuche.') 


Hr. Henglein?) erreicht durch Verwendung eines schwach 
elliptischen Fadenquerschnittes, daß der Faden vorzugsweise 
in einer Ebene schwingt, daß also das Auftreten Lissajou- 
scher Figuren erschwert wird. 

Hr. Scott?) beseitigt die Unannehmlichkeit des AnstoBes 
durch Klopfen am Außenrohr dadurch, daß er am Ende des 
Quarzfadens Eisenteilchen befestigt. Diesen Gedanken kann 
man in zweierlei Weise ausnutzen, doch wird er in beiden 
Fällen einen Nachteil bedingen. Entweder man schmilzt die 
Eisenteilchen in Quarz ein, wodurch aber die schwingende Masse 
erheblich vergrößert wird. Die hierdurch bedingte Vergrößerung 
der Halbwertszeiten kann zwar durch Wahl eines dickeren 
Fadens wieder herabgedrückt werden, doch wird durch die 
Wahl eines dickeren Fadens die Eigenreibung erhöht und 
damit die Empfindlichkeit für kleinere Drucke vermindert werden 
(vgl. Abschnitt 12. Oder man läßt die Eisenteilchen un- 
eingeschmolzen, dann sind allerdings Masse und Halbwerts- 
zeiten nicht sehr vergrößert, aber man verzichtet damit auf 
den Vorteil der Unangreifbarkeit. Hr. Scott scheint*) den 


1) Dieser Abschnitt ist nachträglich in vorliegende Arbeit ein 
geschoben worden, da mir die Veröffentlichungen der Herren Scott und 
Coolidge erst nach Niederschrift der Arbeit bekannt wurden. Daher 
konnten die Ergebnisse dieser Veröffentlichungen in die anderen Ab- 
schnitte der Arbeit nicht überall organisch eingearbeitet werden. 

2) Fr. A. Henglein, Der thermische Zerfall des Chlors. Ztschr. 
f. anorg. u. allg. Chem. 123. S. 145. 1922. 

3) D. H. Scott, A Determination of the Vapour Pressures of 
Caesium and Rubidium, an a Calculation of their Chemical Constants. 
Phil. Mag. 47. S. 32. 1924. 

4) „The problem was finally solved by fusing about three turns of 
very fine iron wire on the tip of the quartz fibre... .“ 
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zweiten Weg gewählt zu haben wie aus der Absolutgröße von 
© und ©, zu schließen ist. 

Hr. Coolidge!) verwendet zwei Quarzfäden, die dort, wo 
sie befestigt sind, 1 cm Abstand voneinander haben, während 
sie am freien Ende zusammenlaufen und miteinander ver- 
schmolzen sind. Dadurch wird die Gefahr des Auftretens 
Lissajouscher Figuren ganz vermieden. Ist die Faden- 
verschmelzung geschickt ausgeführt, so wird keine erhebliche 
Änderung der schwingenden Masse und also auch keine Änderung 
des Schwingungs- und Dämpfungsvorganges eintreten. 

Zusammenfassend muß man sagen, daß alle diese Ver- 
besserungen nur kleinerer Art sind. Ein sehr erheblicher 
Fortschritt zur Beseitigung der Nachteile 5 bis f ist nicht 
gemacht oder doch nur — wie bei Hrn. Scott — durch Auf- 
gabe eines Vorteils erkauft. 

Mathematisch ist die Unmöglichkeit einer erheblichen 
Verbesserung des Fadenmanometers in seiner einfachsten Form 
darin begründet, daß die drei den Vorgang in Schwingungs- 
und Dämpfungsverhältnissen bestimmenden Größen m, «?, x 
beim Fadenmanometer unlösbar miteinander verknüpft sind. 
Vergrößert man den Fadendurchmesser um die Dämpfungs- 
fläche zu erhöhen und damit die Halbwertszeit zu verkleinern, 
so wird zwangsmäßig der Querschnitt, die Masse und die rück- 
treibende Kraft erhöht, so daß der erzielte Vorteil mindestens 
wieder kompensiert wird. Es muß daher versucht werden, 
diese drei Größen voneinander unabhängig zu machen. 


II. Das Flächenmanometer. 
5. Theoretische Erwägungen über das Flächenmanometer. 

Das Grundziel für die konstruktive Verbesserung des 
Fadenmanometers sei hier nochmals präzisiert: 

Die drei den Bewegungsvorgang in Schwingungs- und 
Dämpfungsverhältnissen bestimmenden Größen m, a*, x sind von- 
einander unabhängig wählbar zu machen. 

Diese Aufgabe habe ich durch Umformung des Faden- in 
das Flächen-Manometer zu lösen versucht: 


1) A.S. Coolidge, The upper range of the quartz-fibermanometer. 
Journ. Amer. Chemical Society. 45. S. 1637. 1923 und The bifilar quartz- 
fibermanometer. Ebenda. 46. S. 680. 1924. 
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Als schwingendes System wird eine ebene Quarzfläche benutzt, 
die an zwei Quarzbändern aufgehängt ist (s. Fig. 2). Die Quarz- 
fläche ist in Flächengröße (x!) und Dicke (m!), die Quarzbänder 
sind in Querschnitt und Länge (a?!) frei wählbar.') 

Es möge nun die Bedeutung der drei Größen «?, (m/x), m 
diskutiert und gezeigt werden, inwiefern die gewünschte Un- 
abhängigkeit und damit ein Fortschritt erreicht ist. 

A. Bedeutung von a”. 

Die Größe a? ist beim Flächenmanometer durch Aus- 
suchen passender Fäden wählbar, ohne daß eine der anderen 
Größen merkbar geändert wird, da die Masse und Dämpfungs- 
fläche der Fäden gegenüber der gesondert angebrachten Quarz- 
fläche stets klein sein wird. Durch diese Wahlmöglichkeit 
kann ohne Änderung von @ — denn in der Formel (4) für © 
steht a nicht — die Schwingungsdauer beliebig verändert 
werden. 

Durch diese freie Wahl der Schwingungsdauer hat man 
die Möglichkeit die Erschütterungsempfindlichkeit zu verringern 
und die Ablesebedingungen zu verbessern. Glücklicherweise 
erfordert beides das gleiche, nämlich eine Verlangsamung der 
Schwingung. Dazu kommt der weitere Vorteil, daß bei lang- 
samer Schwingung die Eigenreibung der Aufhängefäden sehr 
zurücktritt, so daß die Empfindlichkeit für das Gebiet kleiner 
Drucke steigt. 

B. Bedeutung von (m/z). 

Da die Masse der Fäden gegenüber der der Dämpfungs- 
fläche vernachlässigt werden kann, wird: 


(9) m= o-a-f, 
wobei bedeutet: 9 = Dichte des Quarzes, 


a = Dicke der Dämpfungsfläche, 
f = Flächeninhalt der Dämpfungsfläche. 


1) Infolge der Anwendung der gesonderten Dämpfungsfläche handelt 
es sich beim Flächenmanometer nicht allein um eine elastische, sondern 
um eine Kombination zwischen elastischer und Gravitationsschwingung, 
wobei der elastische Anteil überwiegt. Aus Gründen der Darstellung 
wird die Schwingung für die folgenden Betrachtungen als rein elastisch 
angesehen werden. Bemerkt sei, daß die genauere Durchrechnung diese 
Vereinfachung rechtfertigt. 
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Ebenso ist die Dämpfung x der Flächengröße f proportional, 
so daß man erhält: 


Bei Einführung dieses Wertes für (m/x) in die Gleichung (4) 
wird die Halbwertszeit: 

(11) C-a. 

Die Halbwertszeit nimmt mit der Flächendicke linear zu, so 
daß man bei Wahl sehr dünner Flächen kleine Halbwerts- 
zeiten erhält. 

C. Bedeutung von m allein. 

Auf die Halbwertszeit hat die Flächengröße keinen Ein- 
fluB, wie Formel (11) aussagt. Das liegt daran, daß bei 
Flächenvergrößerung die zu bewegende Masse und die dämpfende 
Fläche beide linear vergrößert werden. Indessen wird durch 
diese Flächenvergrößerung der Schwingungsvorgang verlang- 
samt, d. h. die Schwingungsdauer des Systems erhöht, was für 
die Erschütterungsempfindlichkeit und die Ablesebedingungen 
zu berücksichtigen ist. 

Die Abhängigkeit der Halbwertszeit von der Flächendicke 
nach Gleichung (11) ermöglicht es, einen magnetischen Anstoß 
zu verwenden. Verringert man nämlich die Dicke der 
Dämpfungsfläche eines in Dämpfungs- und Schwingungsverhält- 
nissen zufriedenstellenden Manometers, so kann man eine Zu- 
satzmasse, welche der ersparten Masse gleich ist, an der Fläche 
anbringen, ohne dadurch die Halbwertszeit oder die Schwingungs- 
dauer zu verändern. Die Zusatzmasse läßt sich als ein in 
Quarz eingeschmolzenes Eisendrähtchen ausbilden. 

Man kann demnach sagen, daß durch Anwendung einer 
gesonderten Dämpfungsfläche die in obiger Aufzählung ge- 
nannten Nachteile erheblich verringert, z. T. sogar beseitigt 
werden können, im einzelnen: 

Zu b) Infolge der Verringerung des Einflusses der Eigen- 
dämpfung der Fäden steigt die Empfindlichkeit des 
Manometers bei Übergang zu kleinen Drucken, wie 
später noch ausführlich gezeigt werden wird (s. Ab- 
schnitt 12). 

Zu c) Die Dauer einer Druckbestimmung kann gegenüber 
dem Fadenmanometer weitgehend herabgedrückt werden. 
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Zu d) Die schwierige Erregbarkeit fällt bei der Benutzung 
des magnetischen Anstoßes vollständig fort. 

Zu e) Bei der starken Verlangsamung des Schwingungs- 
vorganges wird eine relativ bequeme Beobachtung am 
Projektionsschirm möglich. 

Zu f) Bei der starken Verlangsamung der Schwingungsvor- 
ganges ist eine Resonanz zwischen der langsamen 
Systemschwingung und den schnell aufeinander folgenden 
Erschütterungsstößen (Pumpe) nicht mehr zu befürchten. 

Bemerkt sei noch, daß das Flächenmanometer alle die- 
jenigen Veränderungen mit enthält, welche schon früher zur 
Verbesserung des Fadenmanometers angewandt wurden. 


6. Praktische Ausführung des Flächenmanometers. 


Nach den Erwägungen des vorigen Abschnittes wurde eine 
große Reihe von Manometern hergestellt, die sich durch Stärke 
der Aufhängefäden, Größe und Dicke der Dämpfungsflächen 
unterschieden. Diese Modelle waren sehr roh ausgeführt, 
die Dämpfungsfläche war aus Aluminiumfolie, Quarzfäden 
und Eisenkern einfach mit Schellack angekittet. In wie weit 
gehendem Maße man so die Halbwertszeit verändern kann, 
zeigt die Tatsache, daß bei zwei Manometern bei gleichem 
Druck von 10 ZT Halbwertszeiten von rund einer Stunde 
bzw. einer Minute beobachtet wurder. Nachdem durch diese 
Vorversuche die günstigen Abmessungen von Fäden und Flächen 
für den gewünschten Druckbereich von 5—200 ZT fest- 
gestellt worden waren, wurden zwei Manometer sorgfältig aus- 
geführt. Alle Teile, auch die des Haltegestells, wurden aus 
Quarz hergestellt. Das fertiggeblasene Manometer wurde 
schließlich in eine passende Glasröhre eingeführt, in der es 
unter Reibung festsaß, wozu die Quarzfedern 7 angebracht 
worden waren. Das eine dieser Manometer, welches die kleineren 
Halbwertszeiten hatte, wird im folgenden beschrieben (siehe 
Fig. 2). 

Das äußere Glasrohr, in dem das Quarzstäbchengestell 
sitzt, hat etwa 4 cm Weite. An dem horizontal liegenden 
Trägerstäbchen 7 des Gestells ist das bewegliche System an- 
geschmolzen. Es besteht aus zwei Quarzbändern B von 75 mm 
Länge und 0,8 x 0,1 mm Querschnitt, die oben an das er- 
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wähnte feststehende Stäbchen, unten an ein Quarzblatt!) von 
25 x 25mm Fläche bei 0,04 mm Stärke angeschmolzen sind. 
Durch die Wahl eines flachen Querschnitts für die Aufhänge- 


Fig. 2. Das Flächenmanometer. 


1) Der Firma W.C. Heraeus, Hanau, verdanken wir die Her- 
stellung geeigneter Quarzblättchen. Sie wurden durch Aufblasen einer 
Kugel, Einfallenlassen einer Kugsisone, Herausschneiden und Gerade- 
richten hergestellt. 


Her- 
iner 


ade- 
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fäden wird die Gefahr des Auftretens von Schwingungen, die 
senkrecht zu der gewünschten Schwingungsrichtung liegen, 
verringert. Die Dämpfungsfläche trägt am unteren Ende einen 
in ein sehr dünnwandiges Quarzröhrchen eingeschmolzenes 
Eisendrähtchen # von 7 mm Länge und 0,5 mm Durchmesser. 
Darunter ist noch eine Spitze § angebracht, die ein scharfes 
Schattenbild bei der Projektion ergibt. Durch eine um die 
Dämpfungsfläche herumgreifende Gabel G wird der zum 
Schwingen zur Verfügung stehende Raum geeignet eingegrenzt 
und eine stets gleiche Anfangslage erzielt. Die Dauer einer 
vollen Schwingung des Systems beträgt 0,45 sec. Die geringere 
Schwingungsdauer von 0,33 sec. des anderen ausgeführten In- 
struments wurde bereits als unangenehm für die Beobachtung 
empfunden. 

Die optische Einrichtung zum Entwerfen des Schatten- 
bildes des Zeigers $ auf der Projektionsfläche (2 x 7 cm) be- 
steht aus einer kleinen Wolfram-Punktlampe mit Kondensor- 
linse, ‘durch die die Zeigerspitze scharf beleuchtet wird und 
einer Objektivlinse, die den Zeiger als Schattenbild auf der 
Projektionsfläche abbildet. Das Schattenbild erscheint auf 
hellem Grunde, und wird auch bei der Bewegung, besonders 
an den Umkehrpunkten der Schwingung deutlich genug wahr- 
genommen. Bei zu schneller Schwingung wird es schwach 
und ist dann schwer zu sehen. Die Projektionsfläche wurde 
aus dijnnem Gummi hergestellt (Stück eines Fahrradschlauches). 
Auf ihr sind 5 Strichmarken im gleichen Abstande von etwa 
12 mm voneinander durch Ritzen des Gummis angebracht, 
wodurch die Markenstriche sehr schmal (< 0,1 mm) und trotz- 
dem sehr deutlich (schwarzer Körper!) gemacht werden konnten. 
Mit Hilfe einer Schraubvorrichtung kann diese Gummiskala 
mehr oder weniger gespannt werden, so daß die Marken- 
entfernung je nach Bedarf zwischen 10 und 14 mm eingestellt 
werden kann. Ist das schwingende System in Ruhe, so fällt 
das Bild der Zeigerspitze mit der mittleren Marke 0 zusammen, 
während bei Erregung des Elektromagneten M sich die Spitze 
mit einer der äußeren Marken 2 deckt, wobei die Dämpfungs- 
fläche an der einen Gabelzinke anliegt. Durch diesen An- 
schlag wird stets die gleiche Anfangsstellung des Zeigerbildes 
erreicht. Mit der Stoppuhr wird die Halbwertszeit, als Spanne 
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zwischen Ausschaltung des Stromes und dem Augenblick ge- 
messen, in dem die’ Umkehr der Schwingung gerade in dem 
entsprechenden innenliegenden Markenstrich 1 erfolgt. 


7. Eichung und vorläufiger Vergleich des Flächenmanometers 
mit dem Fadenmanometer. 
Das Manometer wurde mit folgenden Gasen durch Ver- 
gleich mit dem Mc Leod geeicht: 


Wasserstoff Luft 
Helium Argon 
Neon Krypton ’). 


Diese Gase wurden gewählt, um die Formel in einem möglichst 
großer Bereich der Molekulargewichte prüfen zu können. Bei 
den Messungen mußte starke Kühlung mit flüssiger Luft an- 
gewendet werden, da sich Fett- und Quecksilberdämpfe durch 
Verringerung der Halbwertszeiten und Schwanken der Werte 
stark bemerkbar machten. 

In Fig. 3?) sind die Versuchswerte in einer Abschnitt 8 
näher begründeten Art aufgetragen. Dabei stellt jeder ein- 
getragene Punkt ein Mittel aus 2—5 Einzelmessungen dar. 

Das Streuen der Werte, besonders bei kleinen Drucken 
ist einerseits durch den immer mehr wachsenden Maßstab, 
andrerseits durch die mit sinkendem Druck abnehmende Meb- 
genauigkeit des Mc Leod bedingt. Aus diesem Grunde wurde 
der Vergleich mit dem Mc Leod nur bis etwa 20 ZT durch- 
geführt, ohne daß dies die Grenze der Messungen mit dem 
Flächenmanometer bedeutet. Das Verhalten des Manometers 
für kleinere Drucke wird in Abschnitt 9, 11 und 12 diskutiert 
werden. Als eine weitere Fehlerquelle, die sich besonders 
stark bei kleinen Drucken bemerkbar machte, ist der schon 
oben erwähnte starke Einfluß der Fett- und Quecksilberdämpfe 


1) Eine direkte Eichung des besprochenen Manometers mit 
Krypton wurde nicht vorgenommen. Die angegebenen Kryptondaten 
sind für das andere oben erwähnte Quarzflächenmanometer erhalten und 
unter Benutzung der Gleichungskonstanten beider Manometer auf das 
hier besprochene umgerechnet worden. 

2) Die Luftpunkte sind nicht eingetragen, da die Zeichnung sonst 
wegen der Häufung der Punkte bei großem Druck unübersichtlich 
werden würde. Aus dem gleichen Grunde sind auch die Ne-Punkte 
nicht eingetragen (vgl. dagegen Fig. 5). 
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mit ihrem hohen Molekulargewicht anzusehen.!) Zum Ver- 
gleich des Flächen- mit dem Fadenmanometer sind in Fig. 4 
die Wasserstoffhalbwertszeiten direkt als Funktion des Druckes 
eines guten Fadenmanometers?) und des besprochenen Flächen- 
manometers eingetragen. Der Vergleich der Kurven zeigt 
deutlich, daß beim Flächenmanometer der Eigendämpfung 
stark zurücktritt, indem die entsprechende Kurve auch bei 
kleinen Drucken weiter stark ansteigt. Im Gegensatz dazu 
wird die Fadenmanometerkurve immer flacher und erreicht 
bei 750 sec. die @-Achse. Zur weiteren Veranschaulichung des 
Einflusses der Eigenreibung ist noch die Kurve eines ungünstig 
gewählten Quarzfadens®) mit eingezeichnet. An dem Diagramm 
ist auch gut zu erkennen, wie stark die Halbwertszeiten beim 
Flächenmanometer gegenüber dem Fadenmanometer in dem 
gewünschten Meßbereich verringert sind. 


8. Aufstellung und Prüfung der Formel des Flächenmanometers 
für das Gebiet der Eichung. 


Der genauere Vergleich der gemessenen Flächenmano- 
meterwerte mit der Haber-Kerschbaumschen Formel ergibt 
erhebliche Unterschiede. Auf einem graphisch-empirischen 
Wege gelangte ich in Anlehnung an die Haber-Kersch- 
baumsche Gleichung zu folgender veränderter Formel, in 

1) Das Flächenmanometer war, wie schon am Anfang der Arbeit 
erwähnt wurde, gebaut worden, um bei einer Elektronenarbeit die Druck- 
messung aggressiver Gase vornehmen zu können. Der Vakuumaufbau 
diente daher gleichzeitig auch anderen Zwecken, so daß den Bedürf- 
nissen der Manometer die Fettdampffreiheit betreffend nicht vollständig 
Rechnung getragen werden konnte. So ließen sich die Kühlansätze nicht 
in unmittelbarer Nähe der Manometer anbringen. Außerdem gab die 
Metallapparatur mit ihren Kittstellen usw. stark Dampf gab, was z. B. 
daran festgestellt werden konnte, daß es nach Ansetzen der Kühlung 
manchmal Stunden dauerte, bis der Versuchsraum ausreichend von 
Dampf befreit war. 

2) Die eingetragenen 3 Punkte sind der Haber-Kerschbaum- 
schen Arbeit Tab. 6 entnommen. Sie beziehen sich auf das beste von 
ihnen gebaute Instrument und stellen alle Werte dar, die von den 
Herren Haber und Kerschbaum für Wasserstoff in diesem Druck- 
bereich angegeben wurden. In den späteren Abschnitten werden oftmals 
Daten eines Fadenmanometers benutzt werden, sie beziehen sich dann 
stets auf dieses Instrument. 

3) Aus eigenen Messungen. 
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welcher @,, die Bedeutung der Halbwertszeit beim Druck un- 
endlich hat. a 
(12) (=) + 
Die Giltigkeit dieser Formel soll im folgenden durch Ver- 
gleich mit den Versuchswerten im einzelnen untersucht werden. 
Dazu ist es vorteilhaft, die gemessenen 0- Werte über (1/p) 
aufzutragen. Es miissen sich dann Gerade ergeben, deren Neigung 


—©_ ist, während die @-Achse im Werte 0, geschnitten wird. 


ä a) Form der Kurven. Die Erwartung, daß die O-Kurven 
über (1/p) aufgetragen, Gerade sind, ist, wie Fig. 3 zeigt, be- 
stätigt. Dies beweist gleichzeitig, daß die Fortlassung von ©, 
in der Manometergleichung jedenfalls in dem Gebiet, über das 
sich die Auftragung erstreckt, durchaus berechtigt ist 

Bei kleinem Druck muß sich der Einfluß des Gliedes ©, 
bemerkbar machen, besonders dann, wenn noch ein Fettdampf- 
rückstand in der Apparatur vorhanden ist. Es sei jedoch an 
dieser Stelle nur darauf hingewiesen. Die ausführliche Dis- 
kussion dieses Einflusses bringt Abschnitt 11. 

b) Abhängigkeit vom Molekulargewicht u. Nach der Glei- 
chung (12) sollen die Neigungen der für verschiedene Gase 


aufgenommen und im @ (5) -Diagramm dargestellten Eich- 
geraden die Beziehung erfüllen: 

do C 
13 
Die folgende Zusammenstellung zeigt, daß diese Beziehung 
innerhalb der Meßgenauigkeit erfüllt ist. 


Tabelle 2. 

; | H, | He | Ne | Luft | Ar | Key 
2,02 | 4,00 20,2 28,9 | 40,0 | 82,9 
ei eae 1,42 | 2,00 4,49 | 5,87 | 6,82 | 9,10 
aoja(—). | 1860 | 610 | 510 | 450 | 320 


C=Ya: 810 | 2720 E 2740 o | 2740 | 2840 20 | e020 
Mittel:.C = 2770. 


1) Vgl. Anmerkung 1 8. 708, Der Kryptonwert für C ist zur Mittel- 
bildung nicht benutzt. 
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c) 9, in Abhängigkeit vom Gase. Das Glied ©, mußte 
zunächst rein als Rechengröße in die Gleichung eingeführt 
werden, um Übereinstimmung zwischen Formel und Versuchs- 
werten zu erzielen. Es ergab sich dabei wie es besonders gut 
auf Fig. 5'), in welcher der hier interessierende Teil der Fig. 3 
vergrößert wiedergegeben ist, zu ersehen ist, daß dies ©, für 


Ar 


Ar 


1000 760 [7 pinzt 


0=f (=) für das Flächenmanometer (Ausschnitt aus Fig. 3). 
Fig. 5. 


jedes Gas ein anderes ist, aber mit dem Molekulargewicht in 
keiner Beziehung steht. Eine Vermutung über den physika- 
lischen Sinn dieses Gliedes liegt indessen nicht fern besonders, 
wenn man an eine andere entsprechende Erscheinung, nämlich 
das Strömen von Gasen durch Kapillarröhren, denkt. Auch 


1) Vgl. Anmerkung 2 S. 708. 
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hier bedürfen die einfachen Knudsenschen Formeln '!), in denen 
allein das Molekulargewicht steht, einer Korrektion beim Über- 
gang zu höheren Drucken, indem die innere Reibung mehr 
und mehr zur Geltung kommt. Versucht man auf Grund dieser 
Überlegung unser ©, in Zusammenhang mit 7, dem Koeffi- 
zienten der inneren Reibung, zu bringen, so führt tatsächlich 
schon der einfachste Ansatz 2): 


(14) 0, = 2 
zum Erfolg, wie folgende Tabelle zeigt: 
Tabelle 3. 
Gas | M, | He | Ne | Luft | Ar | Kr 
» | 2,02 400 22 | 239 | 400 | 82,9 
32 | 20 34 | 28 2,5 


| 
«| 93-10 |19,8-107| 31-10=° 118,2. 107° 22,4-10-°| 25-1075 


D=6,,-n 64-105 | 63.1073 | 62.10=5| 62-.10-3| 63-10>| (63-10—) 
Mittel: D = 63-103. 


Die Formel des Flächenmanometers lautet somit im 
Eichungsbereiche von 20—700 ZT, wenn man die ermittelten 
Zahlenwerte der Konstanten einsetzt: 


2770 [1 63 + 1075 

(18) 
’ d) Nebeneinfliisse. Die durch Gleichung (14) dargestellte 
Beziehung gilt bei sehr hohem Druck über 5000 ZT, d.h. 
weit außerhalb des in Frage kommenden Gebiets nicht mehr. 
Die Werte von © nähern sich von da ab nicht mehr dem 


1) M. Knudsen, Die Gesetze der Molekularstrémung und der 
inneren Reibungsströmung der Gase durch Röhren, Ann. d. Physik 28. 
8. 75. 1909. 

2) Hr. Scott (a. a. O.) benutzt sein Fadenmanometer im Druckbereich 
von 0,1—1 mm Quecksilbersäule. Infolge des hohen Drucks wird die freie 
Weglänge, obwohl dünne Fäden benutzt wurden, von den Größenord- 
nungen der Fadenausmessungen, so daß das Glied ©, starken Einfluß 
gewinnt. Er stellt dieselbe Beziehung auf wie Gleichung (14), nur daß 
er auf Grund seines Versuchsmaterials den Exponenten zu 1,05 angibt, 
was mit meinen Werten nicht im Widerspruch steht. 

3) Die 7-Werte sind als Mittelwerte für 20°C aus den Tabellen 
von Landolt-Börnstein 1923 entnommen. 
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durch Extrapolation der Eichgeraden ermittelten 0, -Werte, 
sondern fallen wesentlich rascher ab. Das mag durch eine 
der Turbulenz entsprechende Erscheinung bedingt sein; indem 
dann an den Rändern der bewegten Dämpfungsfläche Wirbel 
auftreten usw. 

Eine geringe Temperaturabhängigkeit zeigt nach den 
Herren Haber und Kerschbaum die Konstante C. Ebenso 
ist natürlich auch 7 temperaturabhängig, was bei Dampfdruck- 
messungen heißer Dämpfe oder auch schon bei erheblicher 
Änderung der Raumtemperatur zu berücksichtigen wäre. 

So findet auch Hr. Coolidge experimentell eine erheb- 
liche Temperaturabhängigkeit, deren Einfluß er durch Kühlung 
des ganzen Instruments mit Schnee eliminiert. 

Diese Temperaturabhängigkeit konnte auf meine Mes- 
sungen keinen merklichen Einfluß haben, da die Raumtempe- 
ratur während der ganzen Dauer der Versuche nur geringfügig 
um 20° schwankte. Eine gewisse Kontrolle für die Richtigkeit 
dieser Angabe ist auch darin zu erblicken, daß die zu ver- 
schiedenen Stunden und Tagen ausgeführten Messungen recht 
gut untereinander übereinstimmende Punkte ergaben. 


III. Gleichung und Meßgenauigkeit beim Faden- und 
Flichenmanometer. 


9. Genaue Formel und Näherungsformel. 


Um Faden- und Flächenmanometer ihrem eigentlichen 
Wesen nach vergleichen zu können, ist es zunächst notwendig, 
eine allgemein gültige von jeder Vernachlässigung freie Formel 
zu besitzen, die die Gleichungen beider Instrumente umfaßt. 
Man erhält gleichsam durch Vereinigung von (8) und (12) 


16 = +0 
C 6, 9, 
oder durch Auflösung nach p: 
1 


Diese Gleichung stellt eine Hyperbelschar dar, wenn man © 
und p als Koordinaten und yp als veränderlichen Parameter 
betrachte. Da nun u und p stets nur in der Kombination 


ov 
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Vu-p auftreten, kann man die Kurvenschar in eine einzige 
Kurve zusammenfassen, wenn man als Koordinaten @ und 
Yep wählt und ©, zunächst für alle Gase gleich voraus- 
setzt. Dadurch wird eine mathematisch übersichtliche Dar- 
stellungsweise erzielt. Es wird: 


(18) 


Aus dieser allgemeinen Gleichung läßt sich die Gleichung des 
Fadenmanometers und die des Flächenmanometers ableiten 


9=f (Vu p) für das Fadenmanometer -— 
Flächenmanometer 
„Ideal“-Manometer ---=- 


Fig. 6. 
und zwar gelangt man zur Gleichung des Fadenmanometers, 
wenn man ©, = 0 setzt: 
(19) Vup=C (Fadenmanometer.) 
Entsprechend erhält man die Gleichung des Flächenmanometers, 
wenn man ©, = 00 setzt: 
(20) Vup =C (Flächenmanometer.) 
Berücksichtigt man schließlich nur die Gasdämpfung, so gelangt 
man zur Gleichung des „Ideal“-Manometers. Für diesen Fall 
ist 9, = 0 und 0, =w 


(21) Yup =C („Ideal“. Manometer.) 
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Die Kurven, die den letzten drei Gleichungen entsprechen, 
sind in Fig. 6 zusammengestellt. Dabei sind, da es hier nur auf den 
Kurvencharakter, nicht auf die absoluten Halbwertszeiten wirk- 
licher Instrumente ankommt, die Proportionalitätskonstanten C in 
den drei Gleichungen gleichgesetzt worden. Man erkennt deutlich, 
wie sich die Kurven des Faden- und Flächenmanometers von 
der Hyperbel des „Ideal“-Manometers ablösen und zwar die 


Kurve des Fadenmanometers bei kleinen Yup entsprechend 
dem wachsenden Einfluß des ©,, die Kurve des Flächenmano- 


meters bei großen Yup entsprechend dem wachsenden Einfluß 
des 


10. Vergleich der genauen Formel mit der Erfahrung. 


Die ganz allgemeine Formel (18), die die Gleichungen des 
Faden- und Flächenmanometers umfaßt, soll jetzt am Ver- 
suchsmaterial geprüft werden. Dazu werden für das be- 
sprochene Flächenmanometer und das beste Fadenmanometer 
der Herren Haber und Kerschbaum die Halbwertszeiten ais 


Funktion des dem Druck proportionalen Wertes Yup auf- 
getragen werden und zwar in einem doppelt logarithmischen 
Diagramm um ein möglichst großes Druckgebiet (5 Zehner- 
potenzen) überschauen zu können. 

Dazu ist natürlich die Kenntnis aller drei Konstanten des 
Flächen- und des Fadenmanometers notwendig. 

Für das Flächenmanometer sind die zwei Konstanten C 
und D bzw. ©, aus Abschnitt 8 bekannt. Sie können ohne 
Bedenken aus der Näherungsformel entnommen werden, da 
ihre Bestimmung in dem Grenzgebiet großer Drucke geschah, 
in dem ©, noch ohne Einfluß ist. Den unmittelbarsten Be- 
weis für die Übernahmemöglichkeit gibt die noch zu zeigende 
Übereinstimmung zwischen Kurve und Versuchspunkten. Die 
dritte bisher noch nicht angegebene Konstante ©, ließ sich 
nicht genau bestimmen, da es nicht gelang, den Versuchsraum 
im strengen Sinne dampffrei zu machen.') Der nach langem 
Pumpen und Kühlen gemessene Wert von © war 2400 sec. 
Das allein durch die Größe der Eigenreibung der Quarzfäden 
bedingte ©, muß aber noch wesentlich größer sein, wie man 


1) Vgl. Anmerkung 1 S. 710. 


| 
‘ 
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es rechnerisch durch Vergleich des Energieumsatzes beim 
Flächen- und Fadenmanometer abschätzen kann. Trotzdem 
wurde dieses größte gemessene ©, welches nur z. T. auf der 
Quarzreibung und zum anderen Teil auf der Wirkung des 
Dampfrückstandes beruht, für ©, angesehen. Das kann man 


tun, wenn man gleichzeitig die Yup-Werte in den Formeln 


als Überschuß über den Yap-Wert des konstanten Dampf- 


in Sec. 
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Fig. 7. 


rückstandes — sozusagen als Nullwert — rechnet. In diesem 
Sinne werde für die weitere Darstellung gesetzt: 


9, = 2400 sec. 
Besonders betont sei, daß diese Festlegung von ©, für unsere 


Darstellung insofern ungünstig ist, als alle diejenigen Nachteile 
überhöht hervortreten werden, die klein sind, wenn ©, groß ist. 
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Die allgemeine Formel des Flächenmanometers lautet so- 
mit zahlenmäßig z. B. für Wasserstoff: 


1 1 
(22) Yep = 2770] - 


Die entsprechende Formel für das Fadenmanometer, deren 
Konstanten durch Neuauswertung') des Haber-Kerschbaum- 
schen Versuchsmaterials gewonnen wurde, wird: 


1 1 
(23) Yup = 18100 ls 
g 
| IN SEC. 
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h 
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| 
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Ne 
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NX 
wo 
T | 
| % ...... 
2 
07 12 5 0 j 1 
j 7 700 7000 Ph, 
6 = f(Vup) 
Flächenmanometer | 
„Jdea“-Manometer 
Fig. 8. 


Die diesen beiden Formeln entsprechenden Kurven sind 
in den Figg. 7 und 8 für Wasserstoff und punktiert für Argon 


1) Neuauswertung ist insofern notwendig als durch die Vernach- 
lässigung von ©, in der Auswertung durch die Herren Haber und 
Kerschbaum auch die Konstante C merklich beeinflußt wird. 


Über das Flächen- und Fadenmanometer. 719 


über Yup gezeichnet worden’), darunter findet sich noch 
die Wasserstoffskala selbst. In die Diagramme sind die Wasser- 
stoffeichpunkte eingezeichnet. Sie stammen beim Fadenmano- 
meter aus der Tab. 6 der Haber-Kerschbaumschen Arbeit, 
wobei die Nummern über den Punkten die Versuchsnummer 
aus der Tabelle angeben. Die Punkte liegen recht genau auf 
unserer Kurve, während sie von der des „Ideal“-Manometers, in 
die die von den Herren Haber und Kerschbaum angewandte 
Näherungsgleichung (19) übergeht, wenn man zu kleinen Drucken 
kommt, mehr und mehr abweichen.?) 

Ebenso zeigen die Flächenmanometerpunkte gute Über- 
einstimmung mit der Kurve. 


11. Größe des Fehlers bei Benutzung der Näherungsformel. 


Die Kurven des letzten Abschnitts zeigten anschaulich, 
wie groß der Einfluß der Größen ©, und ©, ist, die ein Ab- 
weichen der Kurven wirklicher Instrumente von der des Ideal- 
instrumentes sowohl bei sehr kleinen als auch bei sehr großen 
Drucken bedingen. Trotzdem konnten die Herren Haber und 
Kerschbaum für das Fadenmanometer ©, vernachlässigen, 
ohne daß sie dadurch merkliche Fehler machten und ent- 
sprechend fand sich in Abschnitt 8, daß für das Flächenmano- 
meter jedenfalls im Bereich der Eichung ©, vernachlässigt 
werden konnte. Diese Tatsache war insofern von Bedeutung, 
als sie eine erfreuliche Vereinfachung der Manometergleichung 
und — was für die Benutzung sehr wichtig ist — eine ein- 


1) Die in der Darstellung des Abschnitts 9 gemachte Annahme, 
daß © für alle Gase gleich sei, kann jetzt natürlich nicht mehr aufrecht 
erhalten werden. Daher werden die über Yup aufgetragene Kurven 
verschiedener Gase nur so lange übereinstimmen, als 7 bzw. 9,, ohne 
Einfluß ist. Wasserstoff und Argon sind wegen ihrer extremen 7-Werte 
für die Zeichnung ausgewählt. (n,,, = 9,3 -10”°; 74, = 22,4 + 107°.) 

2) Bei veränderter Wahl der Konstanten CO, wie es automatisch 
geschieht, wenn man sie ohne Rücksicht auf das © ,-Glied bestimmt, 
(vgl. Auswertungsmethode der Herren Haber und Kerschbaum), 
konnten die Herren Haber und Kerschbaum einen besseren Anschluß 
der Näherungs- an die Versuchskurve erzielen. Diese veränderte Wahl 
der Konstanten C würde sich in unserem Schaubild 7 in einer Parallel- 
verschiebung der Kurve des Idealmanometers nach rechts zeigen. 


¥ 
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fache Darstellung des Eichdiagramms [gerade Linien bei Auf- 
tragung von © über (1/p)] ermöglichte. 

Da man jetzt aber weiß, daß bei Anwendung der Nähe- 
rungsgleichungen systematische Fehler entstehen müssen, wird 
man nach der zahlenmäßigen Größe dieser Fehler fragen um 
darüber entscheiden zu können, ob bzw. in welchem Bereiche 
die Anwendung der viel bequemeren Näherungsformeln zu- 
lässig ist. 

Es sei daher folgende Frage gestellt: Um wieviel Prozent 
messe ich den Druck falsch: 
a) bei Vernachlässigung von 0,, 
b) ” ” ” 

Dazu möge angenommen werden, daß die Näherungs- 
gleichung aus der vollständigen Gleichung durch Vernachlässi- 
gung des entsprechenden Gliedes hervorgegangen sei, so daß 
also das C der vollständigen Gleichung ungeändert in die 
Näherungsgleichung übernommen worden sei. 

Die auf elementarem Wege unter Benutzung der Glei- 
chungen (18), (19) und (20) ausgerechneten Formelwerte für die 
auf den fehlerhaften Druckwert bezogenen prozentualen Fehler 
sind: 

a) bei Vernachlässigung von ©, 

0, (9, 
(24) d, = 100 = 6, 6)’ 

b) bei Vernachlässigung von ©, 


(25) 


In den Figg. 9 und 10 sind die Ergebnisse der zahlenmäßigen 
Auswertung der Formeln für Wasserstoff und punktiert auch 
für Argon eingetragen, wobei die ©,-Vernachlässigungskurven 
für Wasserstoff und Argon wegen ihrer eng benachbarten 
Lage nicht getrennt gezeichnet worden sind. 

Beim Fadenmanometer gibt das verhältnismäßig flache 
Minimum der © „-Vernachlässigungskurve die Möglichkeit in 
einem mittleren von Yup = 8 bis Yup = 80 ausgedehnten Be- 
reiche bei Fortlassung des © „-Gliedes leidlich richtig zu 
messen. Man kann nämlich durch geeignete Veränderung!) 


1) Vgl. Anmerkung 2 8. 719. 


— 


| 
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der Konstanten C erreichen, daß das Kurvenminimum bis zur 
Yu p-Achse herunterrückt, d. h. daß die Fehler in dem mitt- 
leren Bereiche Null bzw. sehr klein werden. Diese veränderte 
Gleichungskonstante C kann jedoch nur in einem kleinen Be- 
reich richtige Werte liefern. Sie ändert sich außerdem von 


| % 
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ay 
af 700 
67 j ib ito 1000 Ph 
Fehlerkurven für das Fadenmanometer bei Vernachlässigung 
Wasserstoff 
von ©,. d,-Kurve Argon 
von @,. d,-Kurve { = — 
Fig. 9. 


Gas zu Gas, da die Minima der @,, - Vernachlissigungskurven 

nach Fig. 9 verschiedene Höhen über der Druckachse haben. 

Gerät man beim Messen aus diesem mittleren Bereich heraus, 

so wird man erhebliche Fehler machen. Bei kleinen Drucken 

ist das indessen insofern ohne Bedeutung, als die Meßgenauig- 
Annalen der Physik. IV. Folge. 79, 47 
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keit hier sowieso, infolge des großen Einflusses des ©,-Gliedes 
sehr klein ist (vgl. Abschnitt 12). Der prinzipielle Fehler wird 
daher von Meßfehlern in diesem Bereich vollständig überdeckt 
werden. Anders ist es bei Übergang zu großen Drucken, wo 


1% 
1000 Yup 
/ 
/ 
100 700 PET 


Feblerkurven für das Flächenmanometer bei Vernachlässigung 
Wasserstoff —— 


von . d,-Kurve Argon 
Wasserstoff 
von 9, d,-Kurve A rgon 
Fig. 10. 


durch die in der Literatur öfter erfolgte Benutzung der Nähe- 
rungsformel Fehler von mehreren 10 Proz. entstehen können, 

Sehr deutlich ist in der Darstellung auch, wie außer- 
ordentlich stark schon bei großen Yu p-Werten der Einfluß des 
6,-Gliedes ist. 


{ 


‘d 
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Der Vergleich der Figg. 9 und 10 läßt erkennen, wie 
wesentlich günstiger die Kurven des Flächenmanometers liegen, 
indem erstens sämtliche Kurven nach kleineren Drucken hin 
verschoben sind, so daß die Vernachlässigung des ©, bei 
großen und des ©, bei sehr kleinen Drucken möglich wird 
und indem zweitens das Minimum der © -Vernachlassigungs- 
kurve erheblich breiter und flacher ist. Für das Flächen- 
manometer kann man im einzelnen entnehmen, dab man bei 
Zulassung eines systematischen Fehlers von 3 Proz. in der 
Druckmessung von großen Drucken her bis Yap = 41 ZT mit 
der Näherungsgleichung (20), in der ©, vernachlässigt ist, 
rechnen kann. Diesem Werte von Yup entspricht eine untere 
Grenze des Drucks bei Wasserstoff von 29 ZT, bei Argon 
von 6,5 ZT. Für die Zulassung eines Fehlers von 1 Proz. 
erhält man entsprechend bei Wasserstoff 70 ZT, bei Argon 
16 ZT. 

Da der Einfluß des 0,,-Gliedes bei Übergang zu kleinen 
Drucken zurücktritt, kann man in diesem Gebiet © vernach- 
lässigen, ohne einen größeren systematischen Fehler befürchten 
zu müssen. 

Aus der Betrachtung dieses Abschnittes wird man für das 
Flächenmanometer entnehmen, daß man für genaue Messungen 
auch die genaue Formel wird benutzen müssen, in die das 
dem Dampfdruck entsprechende ©, einzusetzen ist. Nur bei 
wirklicher Dampffreiheit des Versuchsraums oder bei großen 
Drucken wird man die Näherungsformel (20) für die Druck- 
messung benutzen dürfen. 


12. Charakter der Empfindlichkeitskurven von Faden- 
und Flächenmanometer. 
Unter Empfindlichkeit soll hier verstanden werden die 
Änderung der Halbwertszeit in Prozenten bei Änderung des 
Drucks um 1 Proz. Mathematisch formuliert lautet die Empfind- 


lichkeit: 


Das Resultat der an Gleichung (16) vorgenommenen Differen- 
41° 
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ziation unter schlieBlicher Vernachlässigung von ge gegen 
oo 
1 ist: 
1 
(27) je|= 1 C 
Aus dieser Gleichung folgt für das „Ideal“-Manometer, 
bei dem ©, = oo und ©, =0 ist, daß die Empfindlichkeit 


Ar -Messbereich 
$-2002T 


0 5-200 27 | 
0 ı2 100 7000 10000 
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Empfindlichkeitskurve des Fadenmanometers { zu 
= 
Fig. 11. 


infolge obiger Definition eins ist. Halbwertszeit, Molekular- 
gewicht und Druck sind ohne Einfluß auf die Empfindlichkeit. 

Die Empfindlichkeitskurve der wirklichen Instrumente zeigt 
entsprechend Gleichung (27) ein Maximum, das mehr oder 
minder unter dem Grenzwert 1 des „Ideal“-Manometer bleibt, 
wie sich auch unmittelbar aus Figur 7 und 8 ersehen läßt, 
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n in welchen die „Empfindlichkeit“ der Kurvenneigung entspricht. 
Den beiden Größen ©, und ©, entsprechen die beiden Nenner- 
summanden: 

1 C 
r, von denen der erste entsprechend ©, bei großem Druck, der 
it zweite entsprechend ©, bei kleinem Druck Einfluß gewinnt. 
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und 
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Fig. 12. 

Je nach der Größe der beiden Störungsglieder wird das Maximum 
er bei höheren bzw. bei tieferen Drucken liegen, und so das 
it. betreffende MeBinstrument für höhere bzw. tiefere Drucke 
gt empfindlicher sein. Dabei wird die Lage des Empfindlichkeits- 
er maximums wesentlich vom Molekulargewicht und auch gering- 
rt, 


fügig von der für jedes Gas anderen Konstanten ©, abhängig 
t, sein. In Fig. 11 sind die Empfindlichkeitskurven des Haber- 
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Kerschbaumschen Fadenmanometers und in Fig. 12 die des 
Flächenmanometers für die Gase Wasserstoff und Argon ein- 
getragen, und zwar in einem linearlogarithmischen Koordinaten- 
netz über Yup. Diese Darstellungen zeigen, daß Faden- und 
Flächenmanometer eine der Form nach ähnliche Empfindlich- 
keitskurve haben, wobei das Maximum der Flächenmanometer- 
kurve aber wesentlich breiter ist. Diese Verbreiterung der 
Empfindlichkeitskurve gegenüber der des Fadenmanometers 
bedeutet, daß das Flächenmanometer in einem ausgedehnteren 
Bereiche mit hoher Empfindlichkeit benutzbar ist. Der Ver- 
gleich der Fig. 11 und 12 zeigt außerdem, daß das Maximum!) 
des Flächenmanometers rund eine Zehnerpotenz des Druckes 
tiefer liegt als das des Fadenmanometers. 

Aus der graphischen Darstellung ersieht man ferner, daß 
unser Flächenmanometer selbst bei dem noch vorhandenen 
Dampfrückstande Drucke von 0,1 ZT und darunter zu messen 
gestattet, wobei in diesem Gebiet dann die Halbwertszeiten 
allerdings sehr groß werden. Man könnte dem aber durch 
leichteren Bau der Manometerfläche usw. abhelfen. 


13. Zahlenmäßige Angabe der Meßgenauigkeit beim 
Flächenmanometer. 

Setzt man zunächst voraus, daß das Instrument durch 
sehr viele Vergleichsmessungen richtig geeicht worden ist, und 
daß die Raumtemperatur bei Eichung und Messung die gleiche 
ist, so können Meßfehler nur noch bedingt sein durch ungenaues 
Einstellen auf die Marken 0 und 2 in Ruhe (vgl. Abschnitt 6), 
durch ungenaue Abschätzung des Augenblicks der Bewegungs- 
umkehr bei Marke 1 und ungenaues Stoppen. Die Einstellung 
der Marken in Ruhe kann mit aller Sorgfalt geschehen und 
mehrfach kontrolliert werden, so daß der Fehler der Einstellung 
bei 12 mm Markenabstand unter 0,05 mm liegen wird und 
daher vernachlässigbar klein ist. Diese Vermutung wurde 
dadurch geprüft, daß Linse und Skala nach 20maliger Messung 
der Halbwertszeit entfernt und die Skala verspannt wurde. 


1) Hat man ein Manometer gebaut und seine Konstanten bestimmt, 
so kann man die Lage des Empfindlichkeitsmaximums nach der Formel 


berechnen: (Ya P)nax = 0 die sich aus (27) ableiten läßt. 


y 9% = 9.) 
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Nach erneutem Aufbau von Linse und Skala ergab eine wieder 
vorgenommene 20malige Messung der Halbwertszeit das gleiche 
Mittel. Der Fehler, der durch falsche Abschätzung der Be- 
wegungsumkehr bei Marke 2 und durch fehlerhaftes Stoppen 
entsteht, wurde dadurch ermittelt, daß bei verschieden großen 
konstanten Drucken die Halbwertszeiten je 10mal gemessen 
wurden. Die dabei auftretenden mittleren Abweichungen eines 
Einzelwertes in Prozenten des Gesamtwertes sind in folgender 
Tabelle 4 zusammengestellt: 


Tabelle 4. 


@ in see. 5 | 15 | 30 | 60 | 120 | 240 


Mittlerer Fehler in Proz. 1,4 | 1,2 | 1,0 | 0,8 | 0,7 | 0,7 


Bei kleinen Halbwertszeiten (unter 30 Sek.) wird die Halbwerts- 
zeit vorteilhaft mehrfach gemessen und das Mittel fiir die 
Druckbestimmung benutzt. (Bei laufender Pumpe, die die Appa- 
ratur erschüttert, sind die Abweichungen natürlich größer.) 

Unter Benutzung der in Figur 12 dargestellten Empfind- 
lichkeitskurve des Flächenmanometers läßt sich nun der 
bei Messungen durch einen geübten Beobachter auftretende 
mittlere Fehler einer Einzelmessung des Drucks angeben. 
Z.B. bei 9 = 260 sec, — dem entspricht nach Figur 8 
Vup ~ 10 —, beträgt der mittlere Fehler einer Halbwerts- 
zeitmessung nach obiger Tabelle 0,7 Proz. Einer Änderung 
des Drucks um 1 Proz. entspricht aber bei Yup = 10 nach 
Fig. 12 eine Änderung der Halbwertszeit um ~ 0,9 Proz. 
oder einem Fehler in der Halbwertszeitmessung von 1 Proz. 
entspricht ein Fehler in dem erhaltenen Druckwerte von 
!/oa Proz. Daher wird für die Druckmessung ein mittlerer 
Fehler von ®"/,, ~ 0,8 Proz. zu erwarten sein. In Fig. 13 ist 
das Ergebnis der Umrechnung dargestellt, wobei die Benutzung 
der vollständigen Manometergleichung vorausgesetzt wurde. 
Die Kurven zeigen, daß die Meßgenauigkeit nach hohen Drucken 
zu schnell abfällt, was durch den Einfluß des 0, -Gliedes und 
die Kürze der Beobachtungszeit bedingt ist. 

Aus den Untersuchungen der letzten Abschnitte wird man 
folgern, daß das Optimum des im speziellen hier besprochenen 
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Instrumentes bei etwa Yup = 30 liegt und der günstige MeB- 
bereich sich nur bis Yu p = 150 erstreckt. Der vorgegebene MeB- 
bereich von 5—200 ZT, für den das Instrument gebaut werden 
sollte, deckt sich demnach nicht ganz mit dem günstigen MeB- 
bereich des Instruments. Vollständige Übereinstimmung wäre 
aber auch ein Zufall gewesen. Bei einem neu zu bauenden 
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Fig. 13. 


Instrument wäre diese Erfahrung durch Wahl einer kleineren 
und ein wenig leichteren Dämpfungsfläche zu berücksichtigen. 
Man würde dann aber auch eine durchgehende Erhöhung der 
Halbwertszeiten mit in Kauf nehmen müssen. 


Anwendungsmöglichkeiten. 
Druckmessung. 
Außer zur quantitativen Druckmessung von Gasen und 
Dämpfen, die ja in den vorhergehenden Abschnitten genügend 
besprochen worden ist, kann das Flächenmanometer auch zu 
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interessanten qualitativen Demonstrationsversuchen benutzt 
werden, die sich wegen der objektiven Ablesung einer großen 
Zuschauermenge sichtbar machen lassen. Hierzu genügt die 
einfachste Ausführung: Aluminiumfolie mit angekitteten Quarz- 
fäden und Eisenkern. Für solche Versuche ist die kurze 
Dauer einer Druckbestimmung besonders günstig, die es erlaubt, 
zeitlich nicht zu schnell veränderliche Vorgänge gut zu verfolgen. 

So ließ sich die plötzliche starke Erniedrigung des Fett- 
dampfdruckes in einer Vakuumapparatur bei Ansetzen einer 


<- Zur Pumpe 


Fig. 14. 


Flüssigen-Luftkühlung zeigen. Dann ließ sich aber auch das 
weitere, langsame Sinken des Dampfdruckes, das sich über 
Stunden hinaus erstreckte, verfolgen. 

Mit zwei Manometern konnte der Druckabfall beim Strömen 
eines Gases durch eine 2 cm weite Röhre von 50 cm Länge 
bei Absolutdrucken von der Größenordnung 10 bis 100 ZT 
ermittelt werden. 

Ein weiterer Versuch über den Wirkungsbereich einer 
Kühlung werde etwas ausführlicher beschrieben. Wie aus 
Fig. 14 zu ersehen ist, führte von der Pumpe ein Rohr über 
ein Kühlrohr X, zu einem Flächenmanometer M. Den Ab- 
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schluß dieses Rohres von rund 1 cm Weite bildete wieder ein 
Kühlansatz X,, der direkt unterhalb des Manometers saß, so 
daß also das Manometer von zwei Kühlansätzen eingeschlossen 
war. Außerdem befand sich in einem weiteren Teile dieses 
Rohres noch ein Metallkörper, an dem geringe Fettspuren 
hafteten. In die Apparatur, die vorher gründlich ausgepumpt 
worden war, wurde Sauerstoff bis 14,5 ZT Druck eingelassen. 
Beide Kühlansätze tauchten in flüssige Luft. Nachdem sich 
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das Druckgleichgewicht eingestellt hatte, wurde die Kihlung 
am Endansatze entfernt. Sogleich verdampfte das Fett und 
der Quecksilberdampf aus diesem Ansatz und wurde erst all- 
mählich von dem anderen noch weiter gekühlten Ansatze 
abgefangen. (In Fig. 15 ist der Verlauf des mit dem Mano- 
meter beobachteten Druckes als Funktion der Zeit aufgetragen.) 
Der urspriingliche geringe Druckwert, der praktisch allein dem 
Sauerstoff zukam, stellte sich jedoch nicht wieder ein. Das 
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Dampfresidium blieb dauernd höher als früher. Erst beim 
Wiederansetzen der zweiten Kühlung ging der Druck auf den 
ursprünglichen Wert zurück. Das McLeod zeigte während 
dieses ganzen Versuches stets den gleichen Druckwert von 
14,5 ZT an. 


Molekulargewichtsbestimmung. 


Da in der Manometergleichung die drei Größen p, u, 7 
auftreten, ist es prinzipiell möglich, irgendeine der drei zu 
bestimmen, wenn die beiden anderen bekannt sind, so daß man 
erhalten kann: 

Druck p d.h. Molekülzahl/cem, 

Molekulargewicht u ,, Molekülmasse, 

Reibungskoeffizient „ „ Molekülquerschnitt. 
Wenn man nun auch nie versuchen wird, diese Methode 
zur chemischen Molekulargewichtsbestimmung zu benutzen, so 
kann sie doch zu Identifizierung eines Gases in der Vakuum- 
apparatur angewandt werden. Z.B. nach gänzlichem Auspumpen 
von vorher eingelassener Luft sammelte sich in 20 Stdn. wieder 
etwas Gas in der Apparatur an, dessen Druck mit dem Mc Leod 
und dessen Yup mit dem Flächenmanometer gemessen wurde. 
Auswertung der Daten ergab, daß sich Gas vom Molekular- 
gewicht 30, d.h. Luft angesammelt hatte. Entsprechend ließen 
sich Aussagen über die von einem Glühdraht abgegebenen 
Gase usw. machen. 


Bestimmung von Reibungskoeffizienten. 


Das © „-Glied tritt in der Gleichung des Flächenmano- 
meters nur als Korrektionsglied auf; daher wird die Bestimmung 
von mittels des Flächenmanometers nicht sehr genau sein 
können. Die Anwendung des Manometers hierzu ist nur dann 
empfehlenswert, wenn es sich um die Untersuchung aggressiver 
Gase handelt (Cl,, Br,, J, HCl...) 

Die Bestimmungsmöglichkeit von 7 mit Hilfe eines ge- 
eichten Manometers und des McLeods geht unmittelbar aus 
Tab. 3 S. 713 hervor. 

Doch sind auch elegantere Möglichkeiten vorhanden. So 
kann unter Benutzung zweier Flächenmanometer, die nicht 
geeicht zu sein brauchen, prinzipiell durch je zwei Messungen 


| 4 

ig 
id 
ze 
1.) 
m 4 
1S 


132 E. Brüche. : 


bei verschiedenen Drucken in einem Gase von bekanntem 7 
und ebensolchen zwei Messungen bei anderen Drucken in einem 
Gase von unbekanntem 7, der unbekannte Reibungskoeffizient 
ermittelt werden, ohne daß bei einer der vier Messungen der 
Druck bekannt zu sein braucht. Eine in ähnlicher Art, also 
ohne Benutzung der Drucke, Molekulargewichte und Instrument- 
konstanten sehr roh vorgenommene 7-Bestimmung von Wasser- 
stoff in Vergleich zu Argon lieferte den „-Wert von Wasser- 
stoff auf 10 Proz. genau. 


Zusammenfassung. 


1. Das Quarzfadenmanometer, welches auf der Dämpfungs- 
wirkung des Gases gegenüber einem schwingenden Quarzfaden 
beruht, ist das einzige Druckmeßinstrument, das unmittelbar 
zur Messung aggressiver Gase in dem für viele Elektronen- 
arbeiten wichtigen Bereiche von °/,599, bis 2/,., mm Queck- 
silbersäule benutzt werden kann. Dies Instrument wurde 
zunächst qualitativ von Hrn. Langmuir benutzt und dann 
von den Herren Haber und Kerschbaum zu einem quan- 
titativen Meßinstrument entwickelt, indem die „Halbwertszeit“ 
mit Druck und Molekulargewicht in Zusammenhang gebracht 
wurde. Es besitzt neben seinen Vorzügen eine Reihe von 
Nachteilen, deren Beseitigung erwünscht ist. 


2. Es wird gezeigt, daß erst dann ein wesentlicher Fort- 
schritt zur Beseitigung der Nachteile gemacht ist, wenn die 
drei für den Schwingungsvorgang maßgebenden Größen (rück- 
treibende Kraft, träge Masse, Dämpfung) so voneinander getrennt 
sind, daß sie unabhängig voneinander gewählt werden können. 

3. Diese Überlegung führt zu dem Flächenmanometer, 
einem Instrument mit gesonderter an zwei Quarzfäden aufge- 
hängter Dämpfungsfläche, das sich jedem gewünschten MeB- 
bereich zwischen */,,,,, und °/,, mm anpassen läßt, wobei der 
günstige Meßbereich jedes einzelnen Instrumentes sich über 
rund zwei Zehnerpotenzen erstreckt. 

4. Ein ausgeführtes Flächenmanometer wird beschrieben. 
Es ist dem Bereiche von °/,,,,, bis ?/,,, mm angepaßt, kann 
aber auch noch über diese Grenzen hinaus benutzt werden. 
Die Dauer einer Druckbestimmung beträgt im Mittel 1 Minute. 
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5. Die allgemeine Gleichung des Flächenmanometers wird 
aufgestellt und geprüft. Sie ist eine Formel mit drei Instrument- 
konstanten, in die außerdem noch zwei sich von Gas zu Gas 
ändernde Größen eingehen: das Molekulargewicht und der 
Koeffizient der inneren Reibung, Für bestimmte Bereiche 
kann man die Formel durch Vernachlässigen einer Instrument- 
konstanten vereinfachen. Es wird rechnerisch ermittelt, inner- 
halb welcher Grenzen diese Vernachlässigung noch zu praktisch 
brauchbaren Werten führt. In diesem Bereiche läßt sich bei 
der Druckbestimmung eine einfache graphische Darstellung 
zur Auswertung der Manometerangaben benutzen. 

6. Es wird nachgewiesen, daß die Empfindlichkeit des 
Flächenmanometers im Gegensatz zum Fadenmanometer mit 
sinkendem Druck in dem gewählten Intervall wächst. Der mitt- 
lere Fehler einer Einzelmessung beträgt unter normalen Be- 
dingungen rund 2 Proz. 

7. Flächenmanometer sind außer zur quantitativen Druck- 
messung von Dämpfen und aggressiven Gasen auch zu quali» 
tativen Versuchen über den Einfluß von Kühlung usw. und zur 
Bestimmung des Koeffizienten der inneren Reibung wie des 
Molekulargewichtes von Gasen in sehr kleinen Mengen geeignet. 

Hrn. Prof. Ramsauer habe ich für die Veranlassung zu 
dieser Arbeit und seine Unterstützung und Förderung bei der 
Ausführung zu danken. 


Danzig-Langfuhr, Physikalisches Institut der Tech- 
nischen Hochschule, im Dezember 1925. 


(Eingegangen 10. März 1926.) 
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3. Über das Verhältnis der Heisenberg-Born- 
Jordanschen Quantenmechanik zu der meinen; 
von Erwin Schrödinger. 


§ 1. Einleitung und Inhaltsübersicht. 

Bei der außerordentlichen Verschiedenheit der Ausgangs- 
punkte und Vorstellungskreise der Heisenbergschen Quanten- 
mechanik’) einerseits und der neulich hier in ihren Grund- 
zügen dargelegten und als „undulatorische“ oder „physikalische“ 
Mechanik bezeichneten Theorie?) anderseits, ist es recht 
seltsam, daß diese beiden neuen Quantentheorien hinsichtlich 
der bisher bekannt gewordenen speziellen Ergebnisse miteinander 
auch dort übereinstimmen, wo sie von der alten Quantentheorie 
abweichen. Ich nenne vor allem die eigentümliche „Halb- 
zahligkeit“ beim Oszillator und beim Rotator. Das ist wirklich 
sehr merkwiirdig, denn Ausgangspunkt, Vorstellungen, Methode, 
der ganze mathematische Apparat scheinen in der Tat grund- 
verschieden. Vor allem aber scheint das Abgehen von der 
klassischen Mechanik in den beiden Theorien geradezu in 
diametral entgegengesetzter Richtung zu erfolgen. Bei Heisen- 
berg werden die klassischen kontinuierlichen Variablen durch 
Systeme diskreter Zahlengrößen (Matrizen) ersetzt, die, von 
einem ganzzahligen Indexpaar abhängig, durch algebraische 
Gleichungen bestimmt werden. Die Autoren selbst bezeichnen 


1) W. Heisenberg, Ztschr. f. Phys. 33. S. 879. 1925; M. Born 
und P. Jordan, ebendort 34. S. 858. 1925 u. 35. S. 557. 1926 (letzteres 
mil Heisenberg). Ich erlaube mir im folgenden der Kürze halber die 
drei Autornamen im allgemeinen durch den Heisenbergs zu ersetzen 
und zitiere die zwei letztgenannten Abhandlungen mit „Quantenmechanik 
I u. II“. Interessante Beiträge zu der Theorie auch von P. Dirac, 
Proe. Roy. Soc. London 109. S. 642. 1925 u. ebendort 110. S. 561. 1926. 

2) E.Schrödinger, Ann. d. Phys. 79. S. 361 (1. Mitteilung); 79. 
$.489. 1926 (2. Mitteilung). Diese Mitteilungsreihe wird, ganz unabhängig 
von der vorliegenden Note, welche nur das Verbindungsglied herstellen 
soll, fortgesetzt werden. 
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die Theorie als „wahre Diskontinuumstheorie“.!) Die Undulations- 
mechanik hingegen bedeutet gerade umgekehrt von der klassi- 
schen Mechanik aus einen Schritt auf die Kontinuumstheorie 
zu. Tritt doch an Stelle des durch endlich viele dependente 
Variable mittels endlich vieler totaler Differentialgleichungen 
beschreibbaren Geschehens ein kontinuierliches feldmäßiges 
Geschehen im Konfigurationsraum, das von einer einzigen, aus 
einem Wirkungsprinzip ableitbaren partiellen Differential- 
gleichung beherrscht wird. Dieses Wirkungsprinzip bzw. diese 
Differentialgleichung ersetzt die Bewegungsgleichungen und die 
Quantenbedingungen der älteren „klassischen Quantentheorie“.?) 

Im folgenden soll nun der sehr intime innere Zusammen- 
hang der Heisenbergschen Quantenmechanik und meiner 
Undulationsmechanik aufgedeckt werden. Vom formal mathe- 
matischen Standpunkt hat man ihn wohl als Identität (der 
beiden Theorien) zu bezeichnen. Der Gedankengang des Be- 
weises ist folgender. 

Die Heisenbergsche Theorie knüpft die Lösung eines 
Problems der Quantenmechanik an die Auflösung eines Systems 
von unendlich vielen algebraischen Gleichungen, deren Un- 
bekannte — unendliche Matrizen — den klassischen Lage- und 
Impulskoordinaten des mechanischen Systems und Funktionen 
derselben zugeordnet sind und eigenartige Rechengesetze be- 
folgen. (Die Zuordnung ist so: einer Lage-, einer Impuls- 
koordinate oder einer Funktion derselben entspricht immer je 
eine unendliche Matrix.) 

Ich werde nun zunächst (§§ 2 u. 3) zeigen, wie man jeder 
Funktion der Lage- und Impulskoordinaten eine Matrix zu- 
ordnen kann derart, daß diese Matrizen den Born-Heisen- 
bergschen formalen Rechenregeln (zu denen ich auch. die 
sogenannte „Quantenbedingung“ oder „Vertauschungsregel“ 


1) „Quantenmechanik I“, S. 879. 

2) Angeregt wurde meine Theorie durch L. de Broglie, Ann. 
de Physique (10) 3. 8. 22. 1925 (Théses, Paris 1924) und durch kurze 
aber unendlich weitblickende Bemerkungen A. Einsteins, Berl. Ber. 
1925. S. 9ff. Eines genetischen Zusammenhanges mit Heisenberg bin 
ich mir durchaus nicht bewußt. Ich hatte von seiner Theorie natürlich 
Kenntnis, fühlte mich aber durch die mir sehr schwierig scheinenden 
Methoden der transzendenten Algebra und durch den Mangel an An- 
schaulichkeit abgeschreckt, um nicht zu sagen abgestoßen. 
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zähle; s. u.) jedenfalls genügen. Diese Zuordnung von Matrizen 
zu Funktionen ist allgemein, sie nimmt noch gar nicht bezug 
auf das spezielle mechanische System, das gerade vorliegt, 
sondern ist für alle mechanischen Systeme die nämliche. (Mit 
anderen Worten: die spezielle Hamiltonsche Funktion geht 
noch nicht in das Zuordnungsgesetz ein) Die Zuordnung ist 
aber andererseits noch in hohem Grade unbestimmt. Sie er- 
folgt nämlich durch Vermittelung eines beliebigen vollständigen 
orthogonalen Funktionensystems mit dem Grundgebiet: ganzer 
Konfigurationenraum. (NB. nicht ,,pq-Raum“, sondern „g-Raum“.) 
Die vorläufige Unbestimmtheit der Zuordnung liegt eben darin, 
daß man die Vermittlerrolle einem beliebigen Orthogonalsystem 
übertragen kann. 

Nachdem so in sehr allgemeiner Weise Matrizen kon- 
struiert sind, welche den allgemeinen Rechenregeln genügen, 
werde ich im $ 4 folgendes zeigen: die Auflösung des speziellen, 
für das spezielle Problem charakteristischen algebraischen 
Gleichungssystems, welches die Matrizen der Lage- und Impuls- 
koordinaten mit der Matrix der Hamiltonschen Funktion 
verknüpft und welches die Autoren als „Bewegungsgleichungen“ 
bezeichnen, wird restlos dadurch geleistet, daß man die Ver- 
mittlerrolle einem bestimmten Orthogonalsystem überträgt; 
nämlich dem System der Zigenfunktionen derjenigen partiellen 
Differentialgleichung, welche die Grundlage meiner Undulations- 
mechanik bildet. Die Lösung des natürlichen Randwertproblems 
dieser Differentialgleichung ist vollständig äquivalent mit der 


Auflösung des Heisenbergschen algebraischen Problems. | 


Alle Heisenbergschen Matrizenelemente, für die man sich 
etwa in der Vermutung, daß sie die „UÜbergangswahrscheinlich- 
keiten“ oder „Linienintensitäten“ bestimmen, interessieren mag, 
lassen sich, sobald das Randwertproblem gelöst ist, durch 
Differentationen und Quadraturen wirklich ausrechnen. Übrigens 
kommt diesen Matrizenelementen oder Größen, die mit ihnen 
eng verwandt sind, in der Undulationsmechanik eine vollkommen 
anschauliche Bedeutung zu als Amplituden der Partialschwin- 
gungen des elektrischen Momentes des Atoms. Die Intensität 
und Polarisation des emittierten Lichtes läßt sich also auf dem 
Boden der Maxwell-Lorentzschen Theorie verstehen. Eine kurze 
vorläufige Skizze dieses Zusammenhangs findet sich im § 5. 
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§ 2. Die Zuordnung eines Operators und einer Matrix 
zu einem wohlgeordneten Funktionssymbol 
und die Bestätigung der Produktregel. 


Der springende Punkt bei der Konstruktion der Matrizen 
besteht in der einfachen Bemerkung, daß die eigenartigen 
Heisenbergschen Rechengesetze für Funktionen der zweimal 
n Größen: g,, 99 Py» Par P, (Lage- und kanonisch 
konjugierte Impulskoordinaten) genau übereinstimmen mit den 
Rechengesetzen, die nach der gewöhnlichen Analysis für die 
linearen Differentialoperatoren im Gebiete der einmal 
n Variablen 9,, 9, --. 7, gelten. Dabei hat die Zuordnung 
so zu geschehen, daß man in der Funktion jedes p, durch den 
Operator Ö/dg, ersetzt. — In der Tat ist der Operator Ö/dg, 
mit 0/0q,, für beliebiges m vertauschbar, mit q, dagegen nur. 
wenn m+/. Der für m=/ durch Vertauschung und Sub- 
traktion erhaltenen Operator 


ö ö 
(1) 3-455" 


ausgeführt an einer beliebigen Funktion der g,, reproduziert 
die Funktion, d.h. dieser Operator ist die Identität. Diese 
einfache Tatsache wird sich im Gebiete der Matrizen als die 
Heisenbergsche Vertauschungsregel abbilden. 

Gehen wir nach dieser orientierenden Vorbemerkung zum 
systematischen Aufbau. Wegen der eben angemerkten „Nicht- 
immervertauschbarkeit“ entspricht nicht eindeutig einer be- 
stimmten „Funktion im gewöhnlichen Sinne“ der g,, p, ein 
bestimmter Operator, sondern einem „in bestimmter Weise 
geschriebenen Funktionssymbol“. Außerdem muß, da wir mit 
den Operatoren Ö/ög, keine anderen Rechenoperationen vor- 
nehmen können, als Addition und Multiplikation, die Funktion 
der g,, p, als reguläre Potenzreihe wenigstens in den p, ge- 
schrieben sein, damit wir den Ersatz von p, durch 0/0q, vor- 
nehmen kénnen. Es geniigt, die Uberlegungen fir ein einzelnes 
Glied einer solchen Potenzreihe durchzuführen, also für eine 
Funktion von folgendem Bau 


2) { PDE = 
Pr In) Pr h(qı +++ Un) Pr Pa 
Annalen der Physik. IV. Folge. 79. 48 


en 
[it 
ht 
ist 
T= 
on 
er 
«) 
n, 
m 
D- 
D, 4 
n, 
r- 
t; 
n 
S- 
h 
\- 
3) : 
h 
8 
n 
n 
t 


738 E. Schrodinger. 


Wir wollen dies als ein ,,wohlgeordnetes Funktionssymbol“ 
bezeichnen und ordnen ihm den folgenden Operator zu 


0° 


Gy) 


wobei etwas allgemeiner als in der orientierenden Vor- 


bemerkung p, nicht einfach durch 0/0q,, sondern durch X i 


ersetzt ist und K eine universelle Konstante bedeuten soll. 
Als Abkürzung für den aus der wohlgeordneten Funktion F 
entspringenden Operator habe ich vorübergehend (d. h. nur für 
den Zweck des vorliegenden Beweises) das Zeichen [F, -] ein- 
geführt. Mit [F, u] werde ich diejenige Funktion (im gewöhn- 
lichen Sinne) von g,... 49, bezeichnen, die man erhält, wenn 
man den Operator auf eine Funktion (im gewöhnlichen Sinne) 
u(q, --+4¢,) ausübt. Ist @ eine andere wohlgeordnete Funktion, 
so wird [@F, u] bezeichnen die Funktion u, nachdem an ihr 
zuerst der Operator von F, sodann derjenige von @ ausgeübt 
ist; oder, was definitionsgemäß dasselbe ist, der Operator 
von @F. Natürlich ist das im allgemeinen nicht dasselbe wie 
[FG, u). 

Nun ordnen wir einer wohlgeordneten Funktion, wie 7, 
durch Vermittelung ihres Operators (3) und eines beliebigen 
vollständigen Orthogonalsystems mit dem Grundgebiet: ganzer 
q-Raum, eine Matriz zu, und zwar in folgender Weise. Zur 
Abkürzung werden wir für die Variablengruppe q,, 9, ... 9, 
einfach x schreiben, wie es aus der Theorie der Integral- 
gleichungen geläufig ist, und S dz für ein über den ganzen 
q-Raum erstrecktes Integral. Es sollen nun die Funktionen 


(4) in inf. 
ein vollständiges, auf 1 normiertes Orthogonalsystem bilden. 
Es sei also jedenfalls 
6) | Se (2)u;(z)u,(z)dz = 0 für i+ A, 
=1 firi=k. 


Ferner wird vorausgesetzt, daB diese Funktionen auf dem 
natürlichen Rand des g-Raums (im allgemeinen das Unendliche) 


(3) 


qr’ 


d 
(. 


| 

ge 

tre 

or 

©) 

N 

de 

in 

sp 

PI 

re 

ni 

m 

be 

G 

p 

d 

a 

id 

| d 

( 

| 


~~ 


Heisenberg-Born-Jordansche Quantenmechanik usw. 739 


genügend stark verschwinden, um die bei gewissen später vor- 
zunehmenden Integrationen per partes als Nebenprodukte auf- 
tretenden Randintegrale zum Verschwinden zu bringen. 

Der durch (2) dargestellten Funktion F mit dem Operator (3) 
ordnen wir nun die folgende Matrix zu 


(6) on fi (x) u, (x) LF, u, (z)] dz. 


(Die Schreibweise der Indizes linker Hand soll nicht den 
Nebengedanken „kontravariant‘ erwecken; von diesem Gesichts- 
punkt aus, den wir hier beiseitelassen, wäre eher ein Index oben, 
der andere unten zu schreiben; wir schreiben die Matrizen- 
indizes oben, weil wir nachher auch die den g,, p, selbst ent- 
sprechenden Matrixelemente anzuschreiben haben, wo der untere 
Platz besetzt ist) — In Worten: ein Matrixelement wird be- 
rechnet, indem man die durch den Zeilenindex bezeichnete 
Funktion des Orthogonalsystems (worunter wir stets die «,, 


nicht die u, Yo verstehen wollen) mit der „Dichtefunktion“ 9 und 
mit dem Operator, ausgeübt an der durch den Kolonnenindex 
bezeichneten Orthogonalfunktion, multipliziert und über das 
Grundgebiet integriert.) 

Es ist nicht sehr schwer, zu zeigen, daß additive und multi- 
plikative Verknüpfung der wohlgeordneten Funktionen bzw. 
der zugehörigen Operatoren sich an den zugehörigen Matrizen 
als Matrizenaddition und Matrizenmultiplikation auswirkt. Für 
die Addition ist das trivial. Für die Multiplikation verläuft 
der Beweis wie folgt. Sei @ irgendeine andere wohlgeordnete 
Funktion, wie F, und 


(7) Gim = (2)] dx 


die ihr zugeordnete Matrix. Wir wollen die Produktmatrix 
(FG)'" = >) F*'G™ bilden. Bevor wir sie anschreiben, formen 


wir den Ausdruck (6) für 7*! folgendermaßen um. Durch eine 
Serie von Integrationen per partes wird der Operator [F, -] 
von der Funktion w,(z) auf die Funktion 9 (z)u,(z) „hinüber- 
gewälzt“. Mit dem Ausdruck „wälzen“ (statt etwa „schieben“) 
will ich andeuten, daß die Reihenfolge der Operationen sich 


1) Kürzer: F* ist der k* „Entwickluugskoeffizient“ des an der 
Funktion «; ausgeübten Operators. 
48* 
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dabei gerade umkehrt. Die als „Nebenprodukte“ auftretenden 
Randintegrale sollen verschwinden (s. 0.). Der „gewälzte“ 
Operator, einschließlich des bei ungerader Anzalil der Diffe- 
rentiationen sich einstellenden Vorzeichenwechsels, werde mit 
[F, -] bezeichnet. Am Beispiel (3): 


3) [F, ] ( 1) ...K 89,7 h(q, -++9,)K dq, 


n 


3 


(c = Anzahl der Differentiationen). Mit Verwendung dieses 
Zeichens ergibt sich 


(6) Fe = fu,(2)[F, (2)) dz. 
Berechnet man nun die Produktmatrix, so erhält man 
Fri Gin 
ı 


= iF, (2G, v„(a]dz. 


Die letzte Gleichsetzung ist nichts weiter als die sogenannte 
„Vollständigkeitsrelation“ unseres Orthogonalsystems’), an- 
gewendet auf die „Entwickelungskoeffizienten“ der Funktionen 


Jetzt wälzen wir in (8) durch neuerliche Integrationen 
per partes den Operator [F, -] wieder von der Funktion o(z) x, (z) 
fort auf die Funktion [G, u,,(z)], wobei der Operator seine 
ursprüngliche Gestalt zurück gewinnt. Man erhält offenbar: 


(For = SPH G™ = fi (x) u, (2) LF G, u, (2)] dz. 


Links steht das km Element der Produktmatrix, rechts, nach 
dem Zuordnungsgesetz (6), das A mt® Element der dem wohl- 
geordneten Produkt FG entsprechenden Matrix. W. z. b. w. 


1) Siehe z. B. Courant-Hilbert, Methoden der mathematischen 
Physik I, S. 36. Es ist wichtig, daran zu erinnern, daß die Vollständig- 
keitsrelation für die „Entwickelungskoeffizienten“ auf jeden Fall gilt, 
auch wenn die Entwickelungen selbst nicht konvergieren. Konvergieren 
sie, so ist die Gleichsetzung (8) ganz unmittelbar evident. 
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§ 3. Die Heisenbergsche Quantenbedingung und die Regeln für 
partielle Differentiation. 
Da die Operation (1) die Identität ist, so entspricht der 
wohlgeordneten Funktion 


(10) Pit — UP: 

nach unserem Zuordnungsgesetz, in das wir, wie erinnerlich, 
noch eine universelle Konstante K aufgenommen haben, der 
Operator: Multiplikation mit X. Es entspricht der Funktion (10) 
also die Matrix: 


11 — qp)*=K = 0 für i$k 


Das ist Heisenbergs „Quantenrelation“, wenn man setzt 
2rzy-1i 

was von nun an festgehalten werden möge. — Selbstverständ- 
lich hätten wir die Relation (11) auch so finden können, daß 
wir die den Funktionen g, und p, zugeordneten Matrizen 


gi* = 


0 
pi* = K fo(2)u(a) dz 


in verschiedener Reihenfolge multiplizieren und die zwei Resul- 
tate subtrahieren. 

Wenden wir uns nun zu den ,,Regeln fir partielle Diffe- 
rentiation“. Eine wohlgeordnete Funktion, wie (2), partiell 
nach g, differentieren soll heißen), sie ohne Veränderung der 
Reihenfolge der Faktoren an jeder Stelle, wo q, in ihr auftritt, 
nach q, differentieren und alle diese Resultate addieren. Dann 
ist leicht zu zeigen, daß folgende Gleichung zwischen Opera- 
toren gilt 


OF 1 


(13) 


1) Mit all diesen Definitionen folgen wir natiirlich getreu Heisen- 
berg. Vom streng logischen Standpunkt ist der nachfolgende Beweis 
eigentlich überschüssig und wir könnten die Regeln (14) und (15) direkt 
hinschreiben, da sie bei Heisenberg bewiesen sind und nur auf der 
Summen-, Produkt- und auf der Vertauschungsregel (11) beruhen, welche 
wir bewiesen haben. 
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Der Gedankengang ist dieser. Anstatt wirklich nach g, zu 
differenzieren, kann ich mir’s bequemer machen und einfach 
p, voranschreiben, das ja beim Übergang zu den Operatoren 


ohnedies durch K oe ersetzt wird. Ich muß nur erstens durch 
ı 


K fortdividieren. Zweitens wird aber der Operator Ö/ög, 
hernach, wenn man den Gesamtoperator auf irgendeine Funk- 
tion u anwendet, nicht bloß auf diejenigen Teile von 7 wirken, 
die g, enthalten (was er soll), sondern fälschlich auch auf die 
vom Gesamtoperator ergriffene Funktion u. Diesen Fehler 
korrigiere ich gerade, indem ich noch die Operation [Fp,, -] 
subtrahiere! 

Betrachten wir nun die partielle Differentiation nach 
einem p, Ihre Bedeutung fir eine wohlgeordnete Funktion 
wie (2) ist noch etwas einfacher als bei 0/0q,, weil die p, 
ja nur als Potenzprodukte auftreten. Wir denken uns jede 
Potenz von p, in einzelne Faktoren aufgelöst, z. B. p,p,p, 
statt »,°, und können dann sagen: bei der partiellen Differen- 
tiation nach p, ist jedes einzelne p,, das in F auftritt, je ein- 
mal fortzulassen (wobei alle übrigen p, stehen bleiben); alle 
erhaltenen Resultate sind zu addieren. Wie wirkt sich das 


am Operator (3) aus? „Jedes einzelne X Fr ist je einmal 
t 


fortzulassen, alle so erhaltenen Resultate sind zu addieren.“ 


Ich behaupte, nach dieser Uberlegung gilt die Operatoren- 
gleichung: 


OF 1 
(15) Im’ 


In der Tat: ich denke mir den Operator [Fg,, ] gebildet und 
versuche nun, in diesem Operator ,,g, durch F von rechts nach 
links durchzuschieben“, das soll heißen, durch sukzessive Ver- 
tauschungen auf den Operator [g, F, -] zukommen. Das Durch- 
schieben begegnet einem Hindernis nur, so oft ich dabei auf 
ein 0/0q, stoBe. Mit diesem darf ich g, nicht einfach ver- 
tauschen, sondern habe im inneren des Operators zu ersetzen 


ö ö 


Die von diesen „Einsern“ gelieferten Nebenprodukte der Ver- 
tauschung bilden, wie man leicht überblickt, gerade den ge- 
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wünschten „partiellen Differentialquotienten“. Nach Beendigung 
des Durchschiebens bleibt noch der Operator [g,F, -] übrig, 
welcher überschüssig wäre und deshalb in (15) explizite sub- 
trahiert ist. Damit ist auch (15) bewiesen. Die für die Opera- 
toren bewiesenen Gleichungen (14) und (15) gelten natürlich 
unverändert zwischen den zur rechten und linken Seite ge- 
hörigen Matrizen, da ja durch (6) einem linearen Operator 
eine und nur eine Matrix zugehört (natürlich bei vorab fest 
gewähltem Funktionssystem x, (z).') 


1) Beiläufig bemerkt, gilt von diesem Satz auch die Umkehrung, 
wenigstens in dem Sinne, daß bei vorgegebenem Orthogonalsystem und 
Dichtefunktion zu einer gegebenen Matrix sicherlich nicht mehr als ein 
linearer Differentialoperator nach unserem Zuordnungsgesetz (6) gehören 
kann. Denn seien in (6) die F*! vorgegeben, sei [F,-] der gesuchte 
lineare Operator, dessen Existenz wir voraussetzen, und sei p(x) eine 
stückweise stetige und nötigenfalls hinreichend oft differentiierbare, im 
übrigen aber ganz beliebige Funktion der q,, 92 --- 9". Dann liefert die 
Vollständigkeitsrelation, angewendet auf die Funktionen (a) und [F, u.(=)] 
folgendes: 


LF, 


Die rechte Seite kann als eindeutig bekannt gelten, es treten in ihr nur 
die Entwicklungskoeffizienten von g(x) und die vorgegebenem Matrix- 
elemente Fir auf. Durch „Wälzung“ (vgl. oben) kann man die linke 
Seite in den Akten Entwicklungskoeffizienten der Funktion 


e(@) 


verwandeln. Es sind also alle Entwicklungskoeffizienten dieser Funktion 
eindeutig festgelegt, mithin auch diese Funktion selbst („Courant-Hilbert“ 
8.37). Da nun aber o(x) fest vorgegeben und p(x) eine ganz beliebige 
Funktion ist, so können wir sagen: das Resultat der Einwirkung des 
gewälzten Operators auf eine beliebige Funktion, welche nur so beschaffen 
ist, daß sie dem Operator überhaupt unterworfen werden kann, ist ein- 
deutig durch die Matrix Fk! festgelegt. Das heißt aber nichts anderes 
als: der gewälte Operator ist eindeutig festgelegt, denn der Begriff 
„Operator“ ist logisch identisch mit der Gesamtheit seiner Einwirkungs- 
resultate. — Aus dem gewälzten Operator erhält man durch Wälzung 
den gesuchten selbst, eindeutig. 

Man beachte, daß die Entwickelbarkeit der auftretenden Funktionen 
nicht vorausgesetzt werden mußte. — Daß zu einer beliebigen Matrix 
ein linearer Operator immer existiert, haben wir nicht bewiesen, 
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§ 4. Die Auflösung der Heisenbergschen Bewegungsgleichungen. 

Wir haben jetzt gezeigt, daß die unter Vermittlung eines 
beliebigen vollständigen Orthogonalsystems (4) nach den Defini- 
tionen (3) und (6) aus wohlgeordneten Funktionen verfertigten 
Matrizen allen Heisenbergschen Rechenregeln, einschließlich 
der Vertauschungsregel (11), genügen. Jetzt erst betrachten 
wir ein spezielles mechanisches Problem, welches durch eine 
bestimmte Hamiltonsche Funktion 


(17) H (4,5 pP) 

charakterisiert sei. Die Autoren der Quantenmechanik übernehmen 
diese Funktion zunächst aus der gewöhnlichen Mechanik, welche 
dieselbe natürlich nicht in ,,wohlgeordneter“ Form liefert; denn 
in der gewöhnlichen Analysis kommt es ja auf die Reihenfolge 
der Faktoren nicht an. Sie „normalisieren“ oder „symmetri- 
sieren“ die Funktion sodann in bestimmter Weise für die 
Zwecke der Quantenmechanik, indem z. B. die gewöhnliche 
mechanische Funktion g,p,? ersetzt wird durch 


1 
+ % Px’) 
oder auch durch p,g,p, oder durch 


1 
(Px + Pu + 


was nach (11) alles dasselbe ist. Diese Funktion hat dann 
als „wohlgeordnet“, d. h. die Reihenfolge der Faktoren hat 
als unantastbar zu gelten. Ich will auf die allgemeine Sym- 
metrisierungsregel!) hier nicht eingehen; die Gesichtspunkte 
sind, wenn ich recht verstehe: H*‘ soll eine Diagonalmatrix 
sein, im übrigen soll die symmetrisierte Funktion, als Funktion 
der gewöhnlichen Analysis aufgefaßt, mit der ursprünglich ge- 
gebenen identisch sein.?) Wir werden diesen Forderungen auf 
direktem Wege genügen. 

Alsdann fordern die Autoren, daß die Matrizen q,'*, p,'* 
einem unendlichen Gleichungssystem als ,, Bewegungsgleichungen“ 
genügen sollen, welches sie ursprünglich wie folgt schreiben: 


1) „Quantenmechanik I“ S. 873f. 

2) Die stärkere Forderung: soll dieselben quantenmechanischen Be- 
wegungsgleichungen liefern — halte ich für zu eng. Sie rührt m. E. 
daher, daß die Autoren sich auch hinsichtlich der q, auf Potenxprodukte 
beschränken, was unnötig ist. 
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dq 0 H\ik 
(<4) (55) 1=1,23,3...n 
(18) (- i,k = 1,2,3...in inf. 
dt On 


Das obere Indexpaar meint, genau wie früher bei F*i, das 
betreffende Element der zu der betreffenden wohlgeordneten 
Funktion gehérigen Matrix. Die Bedeutung der partiellen 
Differentialquotienten rechter Hand wurde ebenfalls schon 
erklart, dagegen nicht das linker Hand auftretende d/dt. Da- 
mit meinen die Autoren folgendes: es soll eine Reihe von 
Zahlen 

(19) Vi» in inf. 

geben, derart, daß die obigen Gleichungen erfüllt sind, wenn 
man dem d/dt die Bedeutung beilegt: Multiplikation des ik‘ 


Matrixelementes mit 22) — 1(w, — »,). Also im besonderen 


- = 27) - — 


Die Zahlenreihe (19) ist aber nicht etwa vorweg bestimmt, 
sondern bildet zusammen mit den Matrixelementen g,'*, p,'* 
die numerischen Unbekannten des Gleichungssystems (18). 
Dieses nimmt mit der Zeichenerklärung (20), mit den Rechen- 
regeln (14) und (15) und mit Beachtung von (12) folgende Ge- 
sialt an: 


(20) 


| m, — q, 1) 
(18°) 


1 
= (Ap, — pH) 


(durch 2%) —1 ist fortgekürzt.) 

Diesem Gleichungssystem haben wir also Genüge zu leisten 
und haben dazu kein anderes Mittel mehr verfügbar, als die 
geeignete Wahl des die Matrizenbildung vermittelnden Ortho- 
gonalsystems (4). Ich behaupte nun folgendes: 

1. Den Gleichungen (18’) wird allgemein dadurch genügt, 
daß man als Orthogonalsystem die Zigenfunktionen des natür- 
lichen Randwertproblems der folgenden partiellen Differential- 
gleichung wählt: 

(21) — y)+ By =0. 
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yw ist die unbekannte Funktion von 9,,9,:.-.9,; E ist der 
Eigenwertparameter. Als Dichtefunktion o(z) tritt selbst- 
verständlich diejenige Funktion von g, ... g, auf, mit welcher 
man die Gleichung (21) multiplizieren muß, um sie zu einer 
selbstadjungierten zu machen. Die Größen », ergeben sich 
gleich den Eigenwerten Z, dividiert durch h. H*! wird zu einer 
Diagonalmatrix, mit H** = EB. 

2. Hat man die Symmetrisierung der Funktion H in pas- 
sender Weise vorgenommen — der Symmetrisierungsvorgang ist 
m. E. vorläufig nicht eindeutig definiert — dann ist (21) iden- 
tisch mit der Wellengleichung, die meiner Undulationsmechanik 
zugrunde liegt.") 

Die Behauptungen 1. sind fast unmittelbar evident, wenn 
man sich vorläufig über die Fragen hinwegsetzt, ob denn die 
Gleichung (21) überhaupt zu einem vernünftigen Randwert- 
problem mit dem Grundgebiet: ganzer g-Raum, Anlaß gibt, 
ob sie immer durch Multiplikation mit einer passenden Funk- 
tion zu einer selbstadjungierten gemacht wird u. dgl. Diese 
Fragen finden ja in weitem Maße sub 2. ihre Erledigung. — 
Da nun nach (21) und nach Definition der Eigenwerte und 
Eigenfunktionen 
(22) [H, u,] = Eu, 
so wird nach (6) 


( dr = E, [o(z)w,(z)u, (x) dz 
(23) 


= 0 fir/+h 
E, fir / 
und z. B. 
24 
( ) (q, Hy* =n Hrk = 


so daß die rechte Seite der ersten Gleichung (18°) den Wert 
erhält: 


(25) git, 


Ganz analoges gilt für die zweite Gleichung. Damit sind alle 
Behauptungen unter 1. bewiesen. 


1) Ann. d. Physik 79. S. 510. 1926. (Gleichung 18”). 
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Wenden wir uns jetzt der Behauptung 2. zu, das ist: 
Ubereinstimmung des negativ genommenen Operators der 
(passend symmetrisierten) Hamiltonschen Funktion mit dem 
Wellenoperator der Undulationsmechanik. Ich will vorerst an 
einem einfachen Beispiel erklären, weshalb mir der Sym- 
metrisierungsvorgang zunächst nicht eindeutig zu sein scheint. 
Sei, bei einem Freiheitsgrad, die gewöhnliche Hamiltonsche 
Funktion 


(26) H= +9). 


Dann kann man freilich erstens diese Funktion unverändert, 
so wie sie da steht, als „wohlgeordnete“ Funktion in die 
„Quantenmechanik“ übernehmen. Man kann aber auch, und 
zwar wie mir scheint zunächst mit demselben Recht, die wohl- 
geordnete Funktion 


verwenden, wo /(g) eine in weiten Grenzen willkürliche Funk- 
tion ist. f(g) würde in diesem Fall als „Dichtefunktion“ o (z) 
auftreten. (26) ist ganz offenbar nur ein Spezialfall von (27) 
und es fragt sich, ob und wie es überhaupt möglich ist, den 
Spezialfall, den man meint, allgemein d. h. auch für kompli- 
ziertere H-Funktionen auszuzeichnen. Sich nur dem zuliebe 
auch in den g, auf Potenzprodukte zu beschränken (wo man 
dann allerdings einfach die „Erzeugung von Nennern“ verbieten 
könnte), das ist gerade in den wichtigsten Anwendungsfällen 
doch gar zu unbequem. Außerdem führt das, wie ich glaube, 
nicht zur richtigen Symmetrisierung. 

Ich will nun zur Bequemlichkeit des Lesers die kurze 
Ableitung der Wellengleichung hier in der für den vorliegenden 
Zweck geeigneten Form wiederholen. Dabei beschränke ich 
mich auf den Fall der klassischen Mechanik (ohne Relativität 
und Magnetfeld), Sei also 


(28) H=T(q,, p,) + VQ, 


und 7 eine quadratische Form der p, Dann kann die Wellen- 
gleichung gewonnen werden!) aus folgendem Variationsproblem: 


1) Ann. d. Physik 79. S. 876. 1926. Gleichung (23) und (24). 
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E. Schrödinger. 


(29) ! mit der Nebenbedingung 
„= fyr4, =1. 


faz steht, wie oben, fiir f ist die rezi- 
proke Quadratwurzel aus der Diskriminante der quadratischen 
Form T. Dieser Faktor darf durchaus nicht fortbleiben, weil 
der ganze Prozeß sonst gegen Punkttransformationen der g, 
nicht invariant wäre! Dagegen könnte allerdings noch eine 
explizite Funktion der g, als Faktor hinzutreten, d. h. eine 
Funktion, welche sich bei einer Punkttransformation der 9, 
als Invariante transformiert. (Für 4, trifft dies bekanntlich 


nicht zu, sonst könnte man 4 es ja fortlassen, indem man 


jener Zusatzfunktion den Wert A, erteilt.) 

Deuten wir die Ableitung von 7 nach dem Argument, das 
urspriinglich p, lautete, durch den Index p, an, so erhalten 
wir als Ergebnis der Variation: 


0 = 4, — EöJ,) 


(80) S-: (4," P T,, (9 
+ (V(q,) — £) 
die Ts Variationsgleichung lautet also: 
(31) 4, (a + By = 0. 


Man erkennt unschwer, daß diese Gleichung die Gestalt (21) 
hat, wenn man sich an unser Operatorenzuordnungsgesetz er- 
innert und die Eulersche Gleichung für homogene Funktionen, 
angewendet auf die quadratische Form 7, beachtet: 


(32) T(q, P,) = T,, (us Py) 


In der Tat: wenn man von der linken Seite von (31), mit 
Ausschluß Ew, den Operator ablöst und 


in ihm ve i durch p, ersetzt, so erhält man nach (82) 
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die negativ genommene Hamiltonsche Funktion (28). Dabei 
hat der VariationsprozeB ganz automatisch eine eindeutig be- 
stimmte „Symmetrisierung“ des Operators ergeben, die ihn bis 
auf einen Faktor selbstadjungiert und gegen Punkttransforma- 
tionen invariant macht und an der ich festhalten möchte, so- 
lange nicht ganz bestimmte Gründe für das Auftreten des 
oben!) als möglich erwähnten Zusatzfaktors unter den Inte- 
gralen (29) und für eine bestimmte Form desselben sprechen. 

Damit. ist also die Auflösung des ganzen Systems der 
Heisenberg-Born-Jordanschen Matrizengleichungen zurück- 
geführt auf das natürliche Randwertproblem einer linearen 
partiellen Differentialgleichung. Hat man das Randwertproblem 
gelöst, so kann man jedes Matrizenelement, für das man sich 
interessiert, nach der Anweisung (6) durch Differentiationen 
und Quadraturen ausrechnen. 

Zur Erklärung dessen, was dabei unter dem natürlichen 
Randwertproblem, d.h. unter den natürlichen Randbedingungen 
am natürlichen Rand des Konfigurationenraumes zu verstehen 
sei, verweise ich auf die durchgerechneten Beispiele.*) Es zeigt 
sich regelmäßig, daß der natürliche unendlichferne Rand eine 
Singularität der Differentialgleichung bildet und eindeutig nur 
die eine Randbedingung „Endlichbleiben“ zuläßt. Es dürfte 
das ein gemeinsamer Charakterzug der für die Anwendung 
der Theorie in erster Linie in Betracht kommenden mikro- 
mechanischen Probleme sein. Ist der Bereich der Lage- 
koordinaten künstlich beschränkt (Beispiel: Molekül in einem 
„Kasten“), so wird man diese Beschränkung grundsätzlich in 
der wohlbekannten Weise durch Einführung geeigneter po- 
tentieller Energien zu berücksichtigen haben. Auch das J/er- 
schwinden der Eigenfunktionen am Rand ist im allgemeinen in 
weitaus hinreichendem Maße erfüllt, wenn auch bei gewissen 
von den Integralen (6) Verhältnisse vorliegen, die eine besondere 
Überlegung nötig machen und auf die ich im Augenblick nicht 
eingehen möchte (es handelt sich um diejenigen Matrixelemente 
beim Keplerproblem, die nach Heisenberg dem Übergang 
von Hyperbelbahn zu Hyperbelbahn entsprechen). 


1) Vgl. auch Ann. d. Phys. 79. S. 362 Anm. u. S, 510. 1926. 
2) Vgl. die vorstehend zitierten Arbeiten! 
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Ich habe mich hier auf den Fall der klassischen Mechanik 
ohne Magnetfeld beschränkt, da mir die relativistisch-magnetische 
Verallgemeinerung noch nicht genügend abgeklärt scheint. 
Daß aber auch für sie der vollkommene Parallelismus der 
beiden neuen Quantentheorien bestehen bleiben wird, ist kaum 
zu bezweifeln. 

Endlich noch eine allgemeine Bemerkung zu dem ganzen 
Formelapparat der $$ 2, 3 und 4. Es wurde in allen Formeln 
das zugrunde gelegte Orthogonalsystem als ein durchaus diskretes 
Funktionensystem angesehen. Das ist es nun in den wichtigsten 
Anwendungsfällen gerade nicht. Nicht nur beim Wasserstoff- 
atom, sondern auch bei den höheren Atomen muß die Wellen- 
gleichung (31) außer einem Linienspektrum auch ein kon- 
tinuierliches Eigenwertspektrum besitzen, welches sich unter 
anderem in den kontinuierlichen optischen Spektren manifestiert, 
die an die Seriengrenze anschließen. Es schien besser, die 
Formeln und Gedankengänge vorläufig nicht mit dieser in 
Wahrheit unerläßlichen Verallgemeinerung zu belasten. Das 
Hauptziel dieser Note ist ja, die formalen Zusammenhänge 
der beiden Theorien möglichst klar herauszuarbeiten, und diese 
werden durch das Auftreten eines kontinuierlichen Spektrums 
sicher nicht wesentlich abgeändert. Eine wichtige Vorsicht: 
nicht ohne weiteres die Konvergenz der Entwicklung nach 
Eigenfunktionen vorauszusetzen, haben wir stets eingehalten. 
Diese Vorsicht ist durch die Häufung der diskreten Eigenwerte 
im Endlichen (an der Seriengrenze) ganz besonders geboten 
die ihrerseits mit dem Auftreten des kontinuierlichen Spektrums 
auf das engste zusammenhängt. 


§ 5. Vergleich der beiden Theorien. 
Ausblick auf ein klassisches Verständnis der Intensität und 
Polarisation der emittierten Strahlung. 


Falls die beiden Theorien — ich könnte füglich auch den 
Singular setzen — sich in ihrer gegenwärtig ausgesprochenen 
Form als haltbar, d.h. schon als die richtige Verallgemeinerung 
auch für kompliziertere Systeme erweisen sollten!), so hat jede 


1) Es besteht ein spezieller Grund, dies für fraglich zu halten. 
Beide Theorien übernehmen vorläufig die Energiefunktion aus der ge- 
wöhnlichen Mechanik. Nun besteht die potentielle Energie in den bisher 
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Diskussion über den Vorzug der einen oder der anderen in 
gewissem Sinne nur ein Scheinobjekt. Denn vom rein mathe- 
matischen Standpunkt sind sie ja völlig äquivalent und es kann 
sich nur um die grundsätzlich untergeordnete Frage der Rechen- 
bequemlichkeit handeln. 

Es gibt heute nicht wenige Physiker, welche ganz im Sinne 
von Kirchhoff und Mach die Aufgabe der physikalischen 
Theorie lediglich in einer möglichst sparsamen mathematischen 
Beschreibung der empirischen Zusammenhänge zwischen be- 
obachtbaren Größen erblicken, d.h. einer Beschreibung, welche 
den Zusammenhang möglichst ohne Vermittlung prinzipiell 
unbeobachtbarer Elemente wiedergibt. Bei einer solchen Ein- 
stellung ist mathematische Äquivalenz mit physikalischer Äqui- 
valenz beinahe gleichbedeutend. Höchstens könnte im vor- 
liegenden Fall ein gewisser Vorzug der Matrizendarstellung 
darin erblickt werden, daß sie wegen ihrer vollkommenen Un- 
anschaulichkeit nicht dazu verleitet, räumlich-zeitliche Bilder 
des atomistischen Geschehens zu formen, die vielleicht prin- 
zipiell unkontrollierbar bleiben müssen. In diesem Zusammen- 
hang ist aber jedenfalls folgende Ergänzung des oben gelieferten 
Äquivalenzbeweises von Interesse: Die Äquivalenz besteht 
wirklich, sie besteht auch in umgekehrter Richtung. Nicht nur 
lassen sich, wie oben gezeigt, aus den Eigenfunktionen die 
Matrizen konstruieren,sondern auch umgekehrt aus den numerisch 
gegebenen Matrizen die Eigenfunktionen. Die letzteren bilden 
also nicht etwa eine willkürliche und spezielle, dem Bedürfnis 
nach Anschaulichkeit fröhnende „fleischliche Umkleidung“ des 
kahlen Matrizenskeletts; was in der Tat einen erkenntnis- 
theoretischen Vorzug des letzteren begründen würde, Man 
denke in den Gleichungen 


(33) = f u,(2) u,(z)d 


behandelten Fällen in der Wechselwirkung von Massenpunkten, von denen 
vielleicht wenigstens der eine wegen seiner großen Masse auch undulations- 
mechanisch als punktförmig gelten kann (vgl. A. Einstein, Berl. Ber. 
1925. 8.10). Es muß mit der Möglichkeit gerechnet werden, daß die 
Übernahme des Ansatzes für die potentielle Energie aus der gewöhn- 
lichen Mechanik nicht mehr erlaubt ist, wenn beide „Punktladungen“ 
in Wahrheit ausgedehnte Schwingungszustände sind, die einander durch- 
dringen. 
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die linken Seiten numerisch gegeben und die Funktionen u, (2) 
gesucht. (NB.: die „Dichtefunktion“ ist absichtlich fortgelassen, 
die u,(z) sollen für den Augenblick se/bst Orthogonalfunktionen 
sein) Dann lassen sich durch Matrizenmultiplikation, wobei 
übrigens keinerlei „Wälzung“, d.h. Integration per partes nötig 
ist, die Integrale 


(34) J P(z) (x) u, (x) dx 


ausrechnen, worin P(x) irgendein Potenzprodukt der g, bedeutet. 
Die Gesamtheit dieser Integrale, bei festgehaltenem i und A, 
bilden das, was man die Gesamtheit der „Momente“ der 
Funktion u,(zr)u,(z) nennt. Und man weiß, daß unter sehr 
allgemeinen Voraussetzungen eine Funktion durch die Gesamt- 
heit ihrer Momente eindeutig festgelegt ist. Somit sind sämt- 
liche Produkte u,(z)u,(z) eindeutig festgelegt, darunter auch 
die Quadrate u,(z)?, mithin auch die u,(x) selbst. Die einzige 
Willkür liegt in der nachträglichen Ablösung der Dichte- 
funktion o(z), z.B. r?sin # bei räumlichen Polarkoordinaten. 
Darin wird man jedenfalls keinen erkenntnistheoretischen faut pas 
zu befürchten haben. 

Im übrigen läßt sich aber der These, daß mathematische 
Äquivalenz mit physikalischer Äquivalenz gleichbedeutend sei, 
überhaupt nur bedingte Gültigkeit zuerkennen. Man denke 
z.B. an die beiden Ausdrücke für die elektrostatische Energie 


eines Systems geladener Leiter, als Raumintegral > f ©? dr und 


als Summe über die Leiter > De V,. Die beiden Ausdrücke 


sind für die Elektrostatik vollkommen äquivalent, der eine läßt 
sich durch eine Integration per partes aus dem anderen ge- 
winnen. Gleichwohl ziehen wir den ersten bedeutend vor und 
sagen, daß er die Energie räumlich richtig lokalisiere. Auf 
dem Boden der Elektrostatik läßt sich diese Bevorzugung 
freilich niemals begründen, vielmehr nur dadurch, daß der 
erste Ausdruck auch in der Elektrodynamik brauchbar bleibt, 
der zweite nicht. 

Welcher von den beiden neuen Quantentheorien unter 
diesem Gesichtspunkt der Vorzug gebührt, läßt sich heute wohl 
noch kaum mit Sicherheit entscheiden. Als dem natürlichen 
Anwalt der einen von ihnen, wird man es mir aber nicht ver- 
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argen, wenn ich rückhaltlos — und vielleicht ohne eine gewisse 
Einseitigkeit vermeiden zu können — die Argumente hervor- 
hebe, die zu ihren Gunsten sprechen. 

Die Probleme, die außer den eigentlich optischen Fragen 
für den weiteren Ausbau der Atomdynamik in Betracht kommen, 
werden uns von der Experimentalphysik in eminent anschau- 
licher Form gestellt, als z.B.: wie prallen zwei stoßende Atome 
oder Moleküle voneinander ab, wie wird ein Elektron oder ein 
«-Partikel abgelenkt, wenn es mit gegebener Geschwindigkeit 
und Flächengeschwindigkeit (,,Perpendikel vom Kern auf die 
Anfangsbahn“) durch ein Atom hindurchgeschossen wird? Um 
solchen Problemen näher zu treten, ist es durchaus nötig, den 
kontinuierlichen Übergang zwischen der makroskopischen an- 
schaulichen Mechanik und der Mikromechanik des Atoms klar 
zu überblicken. Ich habe neulich!) auseinandergesetzt, wie ich 
mir diesen Übergang denke. Die Mikromechanik stellt sich 
als eine Verfeinerung der Makromechanik dar, welche durch 
die geometrisch-mechanische Kleinheit der Objekte notwendig 
gemacht wird und von ganz derselben Art ist wie der Über- 
gang von der geometrischer zur physikalischen Optik; welch 
letzterer geboten ist, sobald die Wellenlänge nicht mehr sehr 
groß ist gegen die Dimensionen der untersuchten Objekte oder 
gegen diejenigen Raumabmessungen, innerhalb welcher man 
genauen Aufschluß über die Lichtverteilung zu erhalten wünscht. 
— Es scheint mir außerordentlich schwierig, Probleme der 
oben bezeichneten Art in Angriff zu nehmen, solange man sich 
aus erkenntnistheoretischen Gründen verpflichtet fühlt, in der 
Atomdynamik die Anschauung zu unterdrücken und nur mit 
abstrakten Begriffen wie Übergangswahrscheinlichkeiten, Energie- 
niveausu.dgl. zu operieren. 

Eine besonders wichtige Frage, ja vielleicht die Kardinal- 
frage der ganzen Atomdynamik, ist bekanntlich die Frage nach 
der Koppelung zwischen dem atomdynamischen Geschehen und 
dem elektromagnetischen Feld oder dem, was etwa an die 
Stelle des letzteren zu treten hat. Nicht nur gehört hierher 
der ganze Fragenkomplex der Dispersion, der Resonanz- und 
Sekundärstrahlung und der natürlichen Linienbreite; sondern 


1) Ann. d. Phys. 79. 8. 489. 1926. 
Annalen der Physik. IV. Folge. 79. 49 
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die Bezeichnung gewisser atomdynamischer Größen als Emis- 
sionsfrequenzen, Linienintensitäten usw. erhält eine mehr als 
dogmatische Bedeutung überhaupt erst dann, wenn die Kop- 
pelung in irgendeiner Form mathematisch beschrieben ist. 
Hier hat nun die Matrizendarstellung der Atomdynamik auf 
die Vermutung geführt, daß in der Tat auch das elektro- 
magnetische Feld anders, nämlich matrizenmäßig, dargestellt 
werden muß, um die Koppelung mathematisch formulieren zu 
können. Die Undulationsmechanik zeigt, daß hiezu jedenfalls 
kein Zwang besteht, denn der mechanische Feldskalar (von 
mir mit bezeichnet) besitzt völlig die Eignung, sogar in die 
unveränderten Maxwell-Lorentzschen Gleichungen zwischen 
den elektromagnetischen Feldvektoren, als „Quelle“ derselben 
einzugehen; so wie umgekehrt die elektrodynamischen Potentiale 
in die Koeffizienten der Wellengleichung eingehen, welche den 
mechanischen Feldskalar bestimmt.) Es verlohnt jedenfalls, 
die Darstellung der Koppelung einmal so zu versuchen, daß 
man in die unveränderten Maxwell-Lorentzschen Gleichungen 
als Viererstrom einen in passender Weise aus dem mechanischen 
Feldskalar yw der Elektronenbewegung (vielleicht unter Ver- 
mittelung der Feldvektoren selbst oder der Potentiale) ab- 
geleiteten Vierervektor einträgt. Es bestelit sogar eine gewisse 
Hoffnung, daß man dann die Wellengleichung für gleichfalls 
als Folge der Maxwell-Lorentzschen Gleichungen hinstellen 
könnte, nämlich als Kontinuitätsgleichung der Elektrizität. — 
Die Schwierigkeit, welche für das Mehrelektronenproblem zu- 
nächst darin liegt, daß y ja eine Funktion im Kunfigurationen- 


1) Ähnliche Gedanken äußert K. Lanezos in einer kürzlich erschie- 
nenen interessanten Note (Ztschr. f. Phys. 35. S. 812. 1926), welche gleich- 
falls schon die wertvolle Erkenntnis enthält, daß die Heisenbergsche 
Atomdynamik auch einer kontinuierlichen Deutung fähig ist. Im übrigen 
hat aber die Lanezossche Arbeit mit der vorliegenden weniger direkte 
Beriibrungspunkte, als man im ersten Augenblick meinen sollte. Die 
Determinierung des vorläufig noch ganz unbestimmt gelassenen Lanczos- 
schen Formelsystems ist nicht in der Richtung zu suchen, daß etwa 
Lanczosens symmetrischer Kern K(s, 0) mit der Greenschen Funktion 
unserer Wellengleichung (21) oder (31) zu identifizieren sei. Denn diese 
Greensche Funktion, wenn sie existiert, hat zu Eigenwerten die Quanten- 
niveaus selbst. Von dem Lanczosschen Kern dagegen wird verlangt, 
daß er die reziproken Quantenniveaus zu Eigenwerten haben soll. 
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raum, nicht im wirklichen Raum ist, soll nicht unerwähnt 
bleiben. Immerhin möchte ich am Einelektronenproblem etwas 
näher erläutern, daß es möglich sein dürfte, auf diese Weise 
eine außerordentlich anschauliche Deutung der Intensität und 
Polarisation der Strahlung zu geben. 

Betrachten wir das undulationsmechanische Bild des 
Wasserstoffatoms in einem Zustand, wo der mechanische Feld- 
skalar w durch eine Reihe von diskreten Eigenfunktionen 


gegeben ist: onVrin 
(35) y= >> cu()e * 


(z steht hier für drei Variable, etwa r, 9, gy; die c, denken 
wir reell und es ist rechts der reelle Teil zu nehmen.) Wir 
machen nun die Annahme, die Raumdichte der Elektrizität sei 
durch den reellen Teil von 


ö 
(86) 


gegeben. Der Querstrich soll hier das konjugiert Komplexe 
bedeuten. Man berechnet dann für die Raumdichte 


4 Raumdichte = Em u,(z)u, (x) 
) „m 
\ sin — B,), 

wo die Summe über jede Kombination (k,m) nur einmal zu 
erstrecken ist. Als Frequenzen treten in (37) nur mehr die 
Termdifferenzen auf. Diese sind so niedrig, daß die ent- 
sprechende Ätherwellenlänge groß ist gegen die Atomdimen- 
sionen, das heißt gegen denjenigen Bereich, innerhalb dessen 
(37) überhaupt merklich von Null verschieden ist.!) Die Aus- 
strahlung kann daher einfach nach dem Dipolmoment beurteilt 
werden, welches das ganze Atom nach (37) besitzt. Wir 
multiplizieren (37) mit einer kartesischen Koordinate g, und 
mit der „Dichtefunktion“ o(z) (im vorliegenden Fall r?sin 9) 
und integrieren über den ganzen Raum. Nach (13) erhalten 
wir für die Komponente des Dipolmoments in der Richtung g, 


(88) Mg, = >'e,c, ger sin B). 


(k, m) 
1) Ann. d. Phys. 79. S. 371. 1926. 
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Es ergibt sich also tatsächlich eine „Fourierentwickelung“ des 
elektrischen Moments des Atoms, in der bloß die Term- 
differenzen als Frequenzen vorkommen. In den Koeffizienten 
treten die Heisenbergschen Matrixelemente g,*" in solcher 
Weise auf, daß ihr mitbestimmender Einfluß auf die Intensität 
und Polarisation des betrefienden Teiles der emittierten 
Strahlung auf Grund der klassischen Elektrodynamik voll- 
kommen verständlich wird. 

Die vorstehende Skizze des Strahlungsmechanismus ist 
noch lange nicht voll befriedigend und keinesfalls endgültig. 
Der Ansatz (36) macht vom komplexen Rechenapparat in etwas 
freier Weise Gebrauch zur Beseitigung mißliebiger Schwingungs- 
komponenten, deren Ausstrahlung überhaupt nicht auf dem 
einfachen Weg über das Dipolmoment des Gesamtatoms unter- 
sucht werden kann, weil die entsprechenden Ätherwellenlängen 
(etwa 0,01 Ä.) weit unterhalb der Atomdimensionen liegen. 
Ferner ergibt die Raumdichte (37), wenn man über den ganzen 
Raum integriert, nach (5) Null, und nicht, wie man verlangen 
muß, einen endlichen, von der Zeit unabhängigen Wert, der 
auf die Elektronenladung normiert werden müßte. Schließlich 
wäre, ergänzend, der magnetischen Ausstrahlung Rechnung zu 
tragen, da ja bei räumlicher Verteilung der Elektrizitäts- 
strömung Ausstrahlung möglich ist, auch ganz ohne daß ein 
elektrisches Moment auftritt, z. B. bei einer Rahmenantenne. 

Immerhin erscheint die Hoffnung wohl berechtigt, daß auf 
Grund eines dem hier skizzierten sehr ähnlichen analytischen 
Mechanismus ein wirkliches Verständnis der Beschaffenheit der 
emittierten Strahlung sich wird erzielen lassen. 


(Eingegangen 18. März 1926.) 


5 


4. Erwiderung auf die Bemerkung des Hrn. Paul 
Heymans zur Arbeit des Hrn. A. Ramspeck; 
von Walter König. 


Im 77. Bande dieser Annalen, S. 587 hat Hr. Paul Hey- 
mans eine Bemerkung zur Arbeit des Hrn. A. Ramspeck: 
„Anomalien der accidentellen Doppelbrechung beim Zelluloid“ 
veröffentlicht. Da Hr. Ramspeck z. Z. in Mexiko weilt, sei 
es mir als dem Leiter des Institutes, aus dem die Ramspeck- 
sche Arbeit hervorgegangen ist, gestattet, darauf zu antworten. 
Hr. Heymans legt Verwahrung dagegen ein, daß wir Zelluloid 
als eine ungeeignete Substanz bezeichnet haben, um an Platten 
aus diesem Material aus der Verteilung der Doppelbrechung 
Schlüsse auf die Verteilung der inneren Spannungen zu ziehen. 
Ich bemerke zunächst, daß wir mit dieser Ansicht nicht allein 
stehen. Schon F. Pockels hat 1911 in einem Referat in den 
Beiblättern über eine Arbeit von Coker!) darauf hingewiesen, 
daß die starke Deformierbarkeit des Zelluloids unter Um- 
ständen die Ähnlichkeit der Spannungsverteilung beeinträch- 
tigen dürfte. Seitdem ist das anomale Verhalten des Zellu- 
loids und verwandter Stoffe besonders von Hrn. H. Ambronn 
und seinen Schülern studiert worden und in einer der letzten 
Arbeiten aus dem Institute für Mikroskopie an der Universität 
Jena, in der Dissertation des Hrn. M. Wächtler: „Über die 
Beziehungen zwischen Doppelbrechung und Dauerdeformation 
in einigen Gelen“®), ist der gleiche Schluß, wie ihn Hr. 
Ramspeck ausgesprochen hat, nur mit einer viel ausführ- 
licheren Begründung gezogen worden, desgleichen in einer 
anderen Veröffentlichung desselben Verfassers. *) 

Hr. Heymans behauptet demgegenüber, daß wir mit den 
Methoden der Photoelastizität nicht genügend vertraut wären, 


1) Beiblätter 35. S. 136. 1911. 
2) M. Wächtler, Kolloidchemische Beihefte 20. S. 157—208. 1924. 
8) M. Wächtler, Ztschr, f. techn. Physik 5. S. 418—428. 1924. 
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und begründet das in Amerika von ihm und anderen geübte 
Verfahren mit der Behauptung, daß die Lage der isoklinen 
Bänder, die man im geradlinig polarisierten Lichte beobachtet, 
und die der isochromatischen Bänder, die im zirkular polari- 
sierten Lichte sichtbar sind, von der Größe der Doppel- 
brechung und daher, wenn diese mit der Zeit veränderlich ist, 
von der Zeit unabhängig sind. Voraussetzung ist aber dabei, 
daß die Beanspruchung in der ganzen Ausdehnung des unter- 
suchten Stückes unter der Elastizitätsgrenze liegt, und daß 
das Material dem Hookeschen Gesetze folgt. Daß die letztere 
Bedingung wenigstens für kurze Beanspruchungen beim Zellu- 
loid erfüllt ist, zeigt die Arbeit des Hrn. Ramspeck. Aber 
bei längerer Beanspruchung ist das Verhalten des Zelluloids 
auch innerhalb der Elastizitätsgrenze mit der Zeit veränderlich. 
Immerhin — wenn das einfache exponentielle Zeitgesetz, wie 
es Herr Ramspeck für diesen Fall gefunden hat, für alle 
Elemente des beanspruchten Stückes gleichzeitig gilt, so würde 
in der Tat die Lage der Bänder durch diese Eigentümlichkeit 
des Zelluloids nicht beeinflußt werden. Aber bei der niedrigen 
Lage der Elastizitätsgrenze des Zelluloids ist es schwer, die 
erste Bedingung einzuhalten, besonders dann, wenn die die 
inneren Spannungen erzeugenden äußeren Druckkräfte etwa 
nur an einzelnen Punkten angreifen und dort besonders hohe 
Drucke erzeugen. Untersuchungen an runden Glasscheiben, 
wie sie Frau Dr. Rieth vor kurzem in diesen Annalen ver- 
öffentlicht hat!), ebenso Untersuchungen, die Hr. Bell an 
Glasringen, Hr. Miura an T-förmigen Glasmodellen angestellt 
hat — diese beiden Arbeiten sind noch nicht veröffentlicht — 
würden sich an Modellen aus Zelluloid mit gleicher Präzision 
nicht durchführen lassen.*) Welchen Fehlern man beim Zellu- 
loid bei Überschreiten der Elastizitätsgrenze ausgesetzt sein 
kann, hat Hr. Wächtler an dem Beispiel der Biegung eines 
Zelluloidstreifens auseinandergesetzt, und ich kann mich damit 
begnügen, auf die Darlegungen des Hrn. Wächtler hinzu- 
weisen. Wenn aber Hr. Heymans bei seiner photoelastischen 


1) Vgl. Ann. d. Phys. 79. S. 144—176. 1926. 

2) Vgl. die Arbeit von W. Birnbaum, Ztschr. f. techn. Physik 5. 
S. 148—149. 1924 und die Bemerkungen dazu von M. Wichtler, 
ebenda S. 422. 
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Methode den Einfluß der Zeit auf die Größe der Doppel- 
brechung dadurch beseitigen zu können glaubt, daß er die 
zu messende Doppelbrechung in einem Zelluloidstück durch 
die meßbar veränderliche Doppelbrechung in einem zweiten 
Zelluloidstück kompensiert — so wenigstens verstehe ich die 
etwas unklaren Auseinandersetzungen des Hrn. Heymans — 
dann bedaure ich, nach allen Erfahrungen über die Anomalien 
des Zelluloids, auch diesem Verfahren Zuverlässigkeit nicht 
zuerkennen zu können. Ich weise nur darauf hin, daß auch 
Filon und Jessop in ihrer bekannten Arbeit!) festgestellt 
haben, daß sich die Zahlenwerte, die die Doppelbrechung mit 
Belastung, Deformation und Zeit verknüpfen, von Stück zu 
Stück ändern. Ich verstehe sehr wohl, daß das Zelluloid 
wegen seiner leichten Bearbeitbarkeit und seiner hohen spezi- 
fischen Doppelbrechung als ein besonders willkommenes Ma- 
terial zur optischen Untersuchung der Spannungsverteilung er- 
scheint. Aber die Anomalien im Verhalten des Zelluloids 
sind so groß, daß ich die Bedenken, die Hr. Ramspeck 
und andere gegen die Verwendung des Zelluloids zu dem ge- 
dachten Zwecke geäußert haben, nicht nur nicht zurücknehmen 
kann, sondern auch meinerseits kräftig unterstreichen muß. 
Wir sind in Deutschland in der Lage, durch unsere vorzüg- 
liche optische Industrie in Wetzlar, Jena und Berlin oder 
durch eine Firma wie Dr. Steeg & Reuter in Homburg jedes 
Modell von beliebiger Form in spannungsfreiem Glase her- 
gestellt zu erhalten und können die Probleme der Spannungs- 
verteilung an diesen Modellen mit viel größerer Präzision 
untersuchen, als es mit Zelluloidmodellen möglich ist. 

Was endlich die Belehrung anbetrifft, die Hr. Heymans 
Hrn. Ramspeck in bezug auf seine Literaturkenntnis zu er- 
teilen für nötig befunden hat, so muß ich sie als ebenso über- 
flüssig wie unpassend auf das Entschiedenste zurückweisen. 
Ich gebe gern zu, daß wir die Arbeiten des Hrn. Heymans 
nicht gekannt haben; sie sind in technischen Journalen des 
Auslandes erschienen, die uns unzugänglich sind, und sind 
auch der Redaktion der Physikalischen Berichte von ihrem 


1) L.N.G.Filon and H. T. Jessop, Proc. Roy. Soc. London (A) 
101. S. 165—169. 1922; Phil. Trans. (2) 223. S. 89—125. 1922. 
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Verfasser offenbar nicht in Sonderdrucken zugänglich gemacht 
worden. Andere Autoren, die Hr. Heymans anführt, zu 
zitieren, hatte Hr. Ramspeck in seiner Arbeit gar keine Ver- 
anlassung. Ich habe meinerseits die Erfahrung gemacht, daß 
in jener ausländischen Literatur von unseren deutschen Arbeiten, 
von den ausgedehnten Untersuchungen Ambronns und von 
meinen eigenen Arbeiten, die ich zur Belehrung des Hrn. Hey- 
mans einmal in der Fußnote!) zusammenstelle, im allgemeinen 
gar keine Notiz genommen wird, auch da nicht, wo die be- 
handelten Gegenstände in enger Beziehung zueinander stehen. 
Ich kann Hrn. Heymans nur antworten: Man soll nicht An- 
sprüche erheben, die man selber nicht erfüllt. 


Gießen, Physikalisches Institut der Universität. 


1) Ann. d. Phys. 4. S.1—40. 1901; 11. 8. 842—866. 1903; 52. S. 558 
bis 607. 1917. Boltzmann-Festschrift, S. 832—838. 1904. Elster Geitel- 


Festschrift, 8. 368—380. 1915. Deutsche Optische Wochenschrift, 8. 1 
bis 6. 1918. 


(Eingegangen 1. April 1926.) 


Druck von Metzger & Wittig in Leipzig. 
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hot. Zylinder-Ölluftpumpe 


D. R. P. aus Eisen 


Prospekt-Nr. 1300c 
6 cbm/St. — O,1 mm Hg — 1,5 Atm. 
Kein Ölrückschlag * Kräftige Bauart 


wird in bewährter Ausführung seit 3 Jahren 
zu gleichbleibenden Preisen geliefert. 


Pumpe mit Riemenscheibe.............. Rm. 195.— 
Pumpe mit Motor, Riemenantrieb, Flachriemen, Anlasser, Steck- 
dose, auf Holzplatte montiert (für Wechselstrom mit automatischer 
Einschaltung des Motors) . Rm. 420.— 
Pumpe mit Motor (Langsamläufer) direkt gekuppelt, Anlasser, 
Steckdose, auf eiserner Grundplatte montiert, für Gleich- und Dreh- 
Rm. 532.— 
Hochvacuumpumpen D.R.P. mit Saugleistungen bis 
100 cbm/St. und Vacua bis !/,ooo000° mm Hg. 


Arthur Pfeiffer, Wetzlar 1 
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AUF VERLANGEN 


Wagen und Gewichte 


mit höchster Empfindlichkeit in hochfein.Ausstattung 


& Analysenwagen Kaufen Sie 
= keine Wage 
ohne die 
Sartorius- 
Reitersicherung 
Geschiitzt durch 
D. R. P. 402191 


Mikrowagen 


Apothekerwagen 


Präzisionswagen 
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Sartoriuswerke 
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Einrichtungen 


Funken- 
Induktoren 


Elektromagnet nach Weiß Sonderlisten auf Verlangen 
mit wassergekühlten Spulen 


Hartmann:Braun&£ 
FrankfurtaM. 


Elektromagnete 
H. du Bois 
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Leybold’s Nachfolger A.- 6. 


KÖLN a. Rhein BERLIN NW. 7 
Brüderstraße 7 Dorotheenstr. 53, Il 


Diffusionsluftpumpen 


aus Stahl 
nach Prof. Dr. Gaede 
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Mod. B 
natürlicher Größe 


Hochvakuum Saugleistung | Vorvak. 


Modell A | höher als 1.10%|15 Ip.sec.| 20 mm 
» B n 01,18 „ 
” ” 2,51 ” 0,1 ” 


Sonderliste auf Wunsch 


Metzger & Wittig, Leipzig. 
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